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Initalisering

| > restart:with(plots) :with (LinearAlgebra) :

> prik:=(x,y) ->VectorCalculus[DotProduct] (x,vy) :

kryds:=(x,y) ->convert (VectorCalculus[CrossProduct] (x,y) ,Vector) :
vop:=proc (X) op(convert(X,list)) end proc:

grad:=(X,Y) ->convert(linalg[grad] (X,Y) ,Vector[column]) :
div:=V->VectorCalculus[Divergence] (V) :

rot:=proc (X) uses VectorCalculus;BasisFormat(false) ;Curl(X) end
proc:

MapleTA opgaver (i udvalgt version)

| En funktion f af to reelle variable er givet ved
> fi=(x,y) >x"2*y-8*x*y+y*2+y+1
| fr=(xy) =Xy —8xy+y +y+1
|_En parametriseret kurve er givet ved
> r:=u-><u,l-u*2>
__ 2
ri=u > <u,1—u>

Vi betragter den sammensatte funktion h(u) = f(r(u)).

Ql,a

;Bestem de to vaerdier af u for hvilke h'(u) = -8
> f(vop(r(u))):
simplify (%)

84 =2 —8u+3
> diff (%,u)
24> —4y—38
=> solve (%$=-8,u)

1
L 0’ g
[ul =0o0gu2=1/6.

QL b

; Angiv koordinaterne til det punkt (x0,y0,z0) som ligger pa graffladen for g lodret over punktet r(u2).
> r(1l/6)




25 o=

(> £ (vop (%))

89
| 54
x0=1/6

y0 =35/36

| 20 = 89/54

| En funktion f af to reelle variable er givet ved
> fi=(x,y) >x"2*y-4*x"2-8*x*y+y*2+32*x+8*y-44

i fr=(xy) = xy—4x" —8xy+) +32.x+8y—44
| Det oplyses at f har netop €t stationert punkt (x0,y0),

Q2,a
| Angiv koordinaterne for det stationzgre punkt.
> lignl:=diff (f(x,y) ,x)

i lignl =2xy—8x—8y+32
[> lign2:=diff (£(x,y),y)
| lign2 ==x"—8x+2y+8
[> solve({lignl,lign2},{x,y})

{(x=4,y=4)

L y0 =4

Q2,b
| Bestem de partielt afledede af anden orden for f i punktet (x0,y0).
> D[1,1](£) (4,4);

D[1,2] (£) (4,4);

D[2,1] (£) (4,4);

D[2,2] (£f) (4,4);

N O OO

Q2, c

Vi betragter den begraensede og afsluttede mangde M som afgranses af parablen med ligningen y = -
| x"2+8x-11 og linjen med ligningen y =1.
| Bestem den sterste og mindste verdi som f antager pd M.

> plot({-x*2+8*x-11,1},x=0..8,view=0..5,scaling=constrained)




p w9

;Hvor skaerer de hinanden?
> solve (-x*2+8*x-11=1)
i 2,6
| Det stationaere punkt er et indre punkt.
> kandidatl=£(4,4)
i kandidatl =4
| Nu folger randundersogelsen:
| Restriktionen af f til parabelstykket:
> f£f(x,-x"2+8*x-11)
2
| (P8 —11) 127 —8x (- +8x—11) + (- +8x—11) +96x — 132
> simplify (%)
] - +8x—11
[> solve (diff (%,x))
i 4
> kandidat2:=f(4,5)
i kandidat2 == 5
| Restriktionen af f til linjen y=1:
> f£(x,1)
] -3x°+24x—35
[> diff (%,x)
i -6x+24
[> kandidat3:=f(4,1)
i kandidat3 == 13
| 1 skeeringspunkterne:
> kandidat4=£(2,1) ;
kandidat5=£f(6,1)
kandidat4 =1
kandidat5 =1




| Ved sammenligning af de fem kandidater:
| Stersteveerdi af £ pd M er 13 (antages 1 (4,1))
| Mindstevaerdi af f pd M er 1 (antages 1 skaringspunkterne (2,1) og (6,1) )

|_En punktmangde A 1 (x,y)-planen er givet ved
_ A={(x,y)Ix € [1,2]ogy € [0, In(x)]}.

:Der er desuden givet en funktion af to reelle variable ved f(x,y) = x-1
Q4

Bestem planintegralet J f(x,y)du
A

;p-fremstilling:
| > r:=(u,v)-><u,0>+v*<0,1n(u)>:

> r(u,v)

u
vin(u)
=> M:=<diff(r(u,v) ,u) |diff(r(u,v),v)>

1 0
M= y

u

In(u)

=> Jacobi:=1ln(u)

i Jacobi == In(u)

> f:=(x,y) >x-1

| f=(xy) = x—1
> Int(f(vop(r(u,v)))*Jacobi, [u=1..2,v=0..1])




12
‘ ‘ (u—1) In(u) du dv

=> value (%)

:Planintegralet =1/4

Q5

;I (x,z)-planen i (x,y,z)-rummet betragtes en profilkurve K med ligningen z=cosh(x),x € [0, 1].
Lad F betegne den omdregningsflade der fremkommer nar K drejes med vinklen pi omkring z-aksen
| (positiv omlebsretning set fra z-aksens positive ende).

Bestem massen af F med hensyn til massetaethedsfunktionen f(x,y,z) = i, z# 0.
z

[> r:=(u,v)-><u*cos (v) ,u*sin (v) ,cosh (u)>:

> r(u,v)
u cos(v)
u sin(v)
cosh(u)

=> kryds (diff (r(u,v) ,u) ,diff(r(u,v),v)):
N:=simplify (%)

-sinh(u) u cos(v)
N :=| -sinh(u) usin(v)
u

> sqrt(prik (N,N)) ;
Jacobi:=simplify (%)assuming u::positive

\/ sinh(u)2 u? cos(v)2 + sinh(u)2 u? sin(v)2 +u
Jacobi == u cosh(u)

2

:> f:=(x,y,z)->1/z:

> Int(f(vop(r(u,v)))*Jacobi,[u=0..1,v=0..Pi])
.1

[ J u du dv
| 070
[> value (%)
ki3
2

:Massen =Pi/2

Q7, a

I:Lad k veere et tal storre end 0. Der er i (x,y)-planen i (x,y,z)-rummet givet et rektangel B med hjernerne
(0,-1,0), (0,1,0), (k,1,0) og (k,-1,0). Der er endvidere givet hgjdefunktionen 4 (x,y) =k — x-y2
P& nedenstaende figur ses grafen for funktionen h over rektanglet nar k = 1.



e e
s

;Bestem for k = 1 rumfanget af det massive legeme Q som ligger lodret mellem B og grafen for / .
> k:=1:

;> r:=(u,v,w)-><u,v,w*(k-u*v*2)>:
> r(u,v,w)

u
v
w(—uv2+l)
=> M:=<diff(r(u,v,w),u) |diff(r(u,v,w),v)|diff(r(u,v,w), w)>
1 0 0
M := 0 1 0

WV 2wuv —uv2+1
=> Determinant (M) :

Jacobi:=simplify (%)

i Jacobi :==-uv* + 1

> Int (Jacobi, [u=0. .k,v=-1..1,w=0..1])

11 1

[[ [ (—uvz—l—l)dudvdw
‘0‘_1‘0

=> value (%)
S
i 3
(V=573
Q7,b
;Bestem den veaerdi k skal antages hvis rumfanget af Q skal vaere 25/3.
> k:="k"':

:> r:=(u,v,w)-><u,v,w*(k-u*v*2)>:
> r(u,v,w)




u

v
w(—uv2+k)
=> M:=<diff(r(u,v,w),u) |diff(r(u,v,w) ,v)|diff(r(u,v,w), w)>
1 0 0
M= 0 1 0

W 2wuv -uvi+k
> Determinant (M) :
Jac:=simplify (%)
Jac i =-uv' +k
> Int(Jac, [u=0..k,v=-1..1,w=0..1])

1.1 k
‘ [ [(-uv2+k) du dv dw
i Jod_idg
> value (%)
si
i 3
[> solve (%=25/3) [1]
NG

:k =sqrt(5)

Essay-opgave (i udvalgt version, jf. pdf)

|_(det nedenstaende er ikke et essay, men en udvidet facitliste)

I (x,y,z)-rummet er der givet vektorfelterne
| > V:i=(x,y,2) -><z*2+2*y , 3*y-1,x"2+x*z>:

(> V(x,y,2)
g+2y
3y—1
x2+xz
[ og U(x.y.2) = 1ot(V)(x.y.2).
| > U:=(x,y,z)->rot(V) (x,y,2):
> U(x,y,z)
0
z—2x
—2
[> P:=<0,1,0>:
Q:=<-1,0,0>:
R:=<1,-1,0>:
S:=<0,0,1>:



1)
| Linjen fra P til R, hvor u tilherer [0,1]:
| > sl:=u-><u,-2*u+l,0>:

> sl (u)

u
-2u+1
0

=> integrand:=prik (V(vop(sl(u))) ,diff (sl (u) ,u))
integrand ==-2 + 8 u

;Det tangentielle kurveintegral:
> int(integrand,u=0..1)

2
;Linjen fra P til Q, hvor u tilhereri [0,1]:
> s2:=u->P+u* (Q-P) :
s2 (u)
-u
1 —u
0

=> integrand:=prik (V(vop(s2(u))) ,diff (s2(u) ,u))
i integrand == -4 + 5 u
> dell:=int (integrand,u=0..1)

3

l:=-—=

I del >

| Linjen fra Q til R, hvor u tilherer [0,1]:
> s3:=u->Q+u* (R-Q) :
s3 (u)

-1 +2u
-u
0

=> integrand:=prik (V(vop(s3(u))) ,diff (s3(u) ,u))
i integrand == 1 —u
[> del2:=int (integrand,u=0..1)

1
2= —
del >

;Det tangentielle kurveintegral langs den brudte linje

> dell+del2;
—1

[V kan ikke vere et gradientfelt, da de tangentielle kurveintegraler fra P til Q langs to forskellige veje er
| forskellige.

2)
| Trekanten parametriseret ved rette linjer fra S til punkterne pa linjestykket PQ
| idetu og v tilherer [0,1]:




> rl:=(u,v)->S+v* (s2(u)-9)
i rl == (u,v) » S+v-(s2(u) —S)
> rl(u,v)

“uUv
v(l —u)
1 —v

:> plot3d(rl(u,v) ,u=0..1,v=0..1,axes=normal, labels=[x,y,z]):
> kryds (diff (rl(u,v) ,u) ,diff(rl(u,v),v)):
N:=simplify (%)

;peger nedad!
> prik (U(vop(rl(u,v))) , N):
integrand:=expand (%)
i integrand == -2 u VA 4y
| Fluxen mht til U:
> int(integrand, [u=0..1,v=0..1])
|

2

[ Til sidst bruges Stokes. Hvis man bruger orienteringen PSQP, bliver cirkulationen som det forudgéende
| facit, dvs. 1/2. Med modsat orientering féis -1/2.

L3)
| Trekanten parametriseres ved rette linjer fra Q til linjen PR
|idetu og v tilherer [0,1]:
> r2:=(u,v)->0+v* (sl (u)-Q)
| r2 = (u,v) = Q+v-(sl(u) — Q)
[> r2(u,v);
-l+v(u+1)
v(-2u+1)
0

:> plot3d(r2(u,v) ,u=0..1,v=0..1,axes=normal, labels=[x,y,z]):
> kryds (diff (r2 (u,v) ,u) ,diff(r2(u,v),v)):
N:=simplify (%)

;peger opad som gnsket
> prik (V(vop(r2(u,v))) , N):
integrand:=expand (%)




integrandiz3u2v3+6uv3—6uv2+3v3—6v2+3v

;Fluxen mht til V:
> int(integrand, [u=0..1,v=0..1])

L4)
| Tetraederet parametriseret ved rette linjer fra S til punkterne i trekanten PQR
_idetu, v og w tilherer [0,1]:
| > r3:=(u,v,w)->S+w* (r2(u,v)-S):
> r3(u,v,w)
w(-14+v(u-+1))

wy(-2u-+1)

1 —w
=> M:=<diff~(r3(u,v,w),u) |diff~(r3(u,v,w),v) |diff~(r3(u,v,w) , w)>;
wv w(u-+1) -1+v(u+1)
M= -2wv w(-2u+1) v(-2u-+1)
0 0 —1
=> LinearAlgebra[Determinant] (M) ;
Jacobi:=-%;
2
-3wy
i Jacobi =3 w*v
;> divV:=(x,y,z)->div (V) (x,y,2) :
> divV(x,y, z)
| 3+x
> integrand:=divV (vop (r3(u,v,w))) *Jacobi;
i integrand==3(3+w(—1—|—v(u—|—1)))w2v
| Ved hjalp af Gauss findes nu fluxen ud gennem overfladen:
> int(integrand, [u=0..1,v=0..1,w=0..1])
3

2

LS)
> lignl:=diff(x(t) ,t)=0;
lign2:=diff (y(t) ,t)=z(t)-2*x(t);
lign3:=diff (z(t) ,t)=-2;

d
lienl == — x(¢t) =0
ign i x(1t)

lign2 = d (t)=z(t) —2 x(t)

EJ’

d
/ _ — = _2
lign3 & z(1)

=> l1sn:=dsolve({lignl,lign2,1lign3,x(0)=rl(u,v)[1],y(0)=rl(u,v)[2],z




(0)=rl(u,v) [3]},{x(t),y(t),z(E)});
Lm:z{xU)=—umyU)=—ﬂ+2tuv+t(l—v)—uv+sz)=—2t+1—v}

=> r:=unapply (<rhs (1sn[1]) ,rhs(1sn[2]) ,rhs(1lsn[3])>, (u,v,t)):
'r(u,v,t) '=r(u,v,t);

“uv
Fu,vit)=| £ +2tuv+t(l—v) —uv+v
“2t+1—v
i> r(u,v,0),r(u,v,1)
“uv “uv
—-uv+v |, uv
1—v -1—v

=> plot3d({r(u,v,0) ,r(u,v,1)},u=0..1,v=0..1,scaling=constrained)

1 |

=> sqgrt (prik (N,N) ) assuming v>0:
Jacobi:=%




|_ Jacobi == \/71/
> Arealet=int(Jacobi, [u=0..1,v=0..1])

JZ

Arealet = ———
reale >



