Matematik 1, 2-timersprgve E19 i essaystil ved Sgren Ladegaard Kristensen
Opgave 1
Et homogent lineert ligningssystem er givet ved

x, +x, +x;+x,=0

2x1—x2+8x3—4x4=0
x1—2x2+7x3+a-x4=0

hvora € R.

Opgave 1.1. Vi lader a = 1 og ensker at opskrive den fuldstendige lesning pa standardparameterform.
Med denne a-verdi har ligningssystemet en koefficientmatrix som kaldes 4 :

1 1 1 1
A=12 -1 8 -4
1 -2 7 1

Koefficientmatricen reduceres til sin trappeform:

1 0 3 0
trap(A)=|0 1 -2 0
00 0 1

Der er én sgjle uden ledende 1-tal. Den ubekendte svarende til denne sgjle kan saledes vaelges som fri
parameter (x; =1), og den fuldsteendige losning kan derved opskrives pa standardparameterform:

xl _ 3 1
X 2
= t
X3 1
0
Xy

hvort € R.



Opgave 1.2. Det oplyses at for en bestemt a-verdi har koefficientmatricen rang 2, og for denne
konkrete vaerdi skal der angives to lineert uathengige losninger til ligningssystemet.
Koefficientmatricen er nu

1111
A=|2 -1 8 -4
1 -2 7 a

Hvis man (naivt) beder Maple om at reducere A4 til trappeform, far man samme svar som ovenfor uanset
a-verdi:

1 0 3 0
trap(A)=|0 1 -2 0
00 0 1

Her er rangen angiveligt 3, men dette kan altsa ikke vare korrekt for alle a-verdier. Derfor underseger
vi rekkeoperationerne nermere. Det ses at vi med raekkeoperationerne

R, —R,
R, —2R,
Ry — R,
nér frem til folgende matrix:
11 1 1
0 -3 6 -6
0 0 0 a+5

hvoraf vi kan se, at hvis og kun hvis @ =-5, er rangen 2. Med denne a-vardi kan vi nu bede Maple om
at lgse ligningssystemet, og vi far:

"1 3] 1
X 2 -2
= s + t
X3 1 0
0 1
Xy




hvor s, t € R. Vi opnér da to lineert uathengige losninger ved fx at s&tte (s,7) = (1,0) og
(s,2) = (0, 1):

xl _3 1
X 2
X3

Xy 0

0og

XI _1 1
X -2
X3 0
Xy

Opgave 2

Vi betragter et 2-dimensionalt vektorrum, V', med basis v = (vl, "2) og en linear afbildning, f: V—R3,
som er givet ved afbildningsmatricen

med hensyn til basis v i definitionsrummet, V', og standardbasis (e) i dispositionsrummet, [R3.
Opgave 2.1. Vi skal angive koordinaterne for
v,=2v, =5,

med hensyn til basen v. Men det ses umiddelbart at

Vi skal ogsé bestemme billedvektoren, f (v3)- Men da vy netop er udtrykt i v-koordinater, kan vi blot
gange med ovennavnte afbildningsmatrix:



I -8
F(va)=Fups=| 0 -1 \= 5
2 0 4

Opgave 2.2. Vi skal nu lgse ligningen f(v) = (1, 2, 10) hvor hgjresiden er at opfatte som en vektor i

[R3 givet i standardkoordinater. Dette svarer til at lgse et lineert ligningssystem hvor hgjresiden er denne
vektor, og koefficientmatricen er afbildningsmatricen givet ovenfor. Maple giver losningen (1 v-
koordinater):

Opgave 2.3. Vi skal bestemme dimensionen af henholdsvis billedrummet, (V') , og ker( f) . Det ses
umiddelbart at de to sgjlevektorer i afbildningsmatricen ikke er parallelle, dvs. de udger en lineart
uathaengig mangde. Idet billedrummet udspandes af sgjlevektorerne i afbildningsmatricen, ma
dimensionen af billedrummet derfor vere 2. Herefter folger det af dimensionss&tningen at kernen har
dimension

dim(V) —dim(f(V))=2—-2=0
Kernen er altsé triviel 1 den forstand at den kun bestar af nulvektoreni V.

Opgave 2.4. Vi skal angive en vektor i R3 som ikke tilherer /(7). Vi kan indledningsvis bemaerke at
dette skulle veere muligt, da vi netop har set, at billedrummet har dimension 2 og dermed ikke udger hele
R3. Vi gaetter pa en tilfeldig vektor, fx (1, 2, 3). Vi vil nu undersgge om denne tilhorer billedrummet.
Hvis den ger, skal der vere en losning til det lineare ligningssystem der har felgende totalmatrix:

1 2 1
0 -1 2
2 0 3

Denne totalmatrix fremkommer naturligvis ved at opfatte vores atbildningsmatrix som koefficientmatrix
og vektoren (1, 2, 3) som hgjreside. Ved reduktion fér vi felgende trappeform:

hvor den nederste raeekke svarer til en "inkonsistent ligning", dvs. 0 + 0 =1. Dermed er der ingen losning
til ligningen f(v) = (1, 2, 3). Dvs. vektoren (1, 2, 3) tilherer ikke billedrummet.



Opgave 3

I R3 udstyret med det seedvanlige prikprodukt er givet tre vektorer:

v =(1,-1,1)
v,=(1,0,-1)
v3:(19 190)

Om en matrix A € R3* 3 oplyses at den har egenrummene E, = span{vl} og F_ ;= span{ Vs v3}.

Opgave 3.1. Vi betragter matricen V' = [vl v, v3]. Vi skal angive en diagonalmatrix, A, som opfylder
identiteten:

A=V 4y

Det er givet at v, er egenvektor horende til egenveardien /'L1 =6, samt at v, og v, er egenvektorer herende

til egenvardien ;Lz =-3. Séledes er V' en basisskiftematrix der skifter fra egenbasen, (vl, vy, v3) , til

standardbasis i R3. Udtrykkes matricen 4 med hensyn til egenbasis, fas den enskede diagonalmatrix, og
indgangene langs diagonalen er egenvardierne. Derfor har vi:

6 0 O
A=|0 -3 0
0 0 -3

Opgave 3.2. Vi skal gore rede for at enhver vektor i £, er ortogonal pa enhver vektor i £_,. Det er nok
at tjekke at basisvektorerne for de respektive egenrum er ortogonale. Mere praecist tjekker vi at

v, +v,=0

v ev;=0

Beregningerne udferes i Maple, og det ses at disse to ligninger er opfyldt.

Opgave 3.3. Vi skal bestemme en positivt ortogonal matrix, @, som opfylder identiten:
A=0A0"

Vi husker at for en ortogonal matrix gelder QT =Q ! , og dermed beskriver den navnte identitet et
basisskifte fra en ortonormalbasis af egenvektorer til standardbasis. Kan vi finde en sddan
ortonormalbasis af egenvektorer, kan disse anvendes som sgjlevektorer i Q. Jf. Opg. 3.2 kan vi ngjes
med at ortogonalisere de to (basis)vektorer i £_;. Derefter normaliseres alle tre egenvektorer, og dermed

har vi sgjlerne 1 matricen Q. Beregningerne udferes i Maple, og vi far:



3 Jz J% |
3 2 6
| V3 6
S e
3 Jz J§
3 2 6

I Maple tjekkes ogsa at det(Q) =+ 1, hvilket betyder at Q er positivt ortogonal.
Opgave 4

Vi betragter et differentialligningssystem af forste orden:

hvor 4 € R2*2 og ¢t € R. Det oplyses at den fuldsteendige komplekse lgsning er

+e .6(2—61')1 -1
2 1

hvor ¢, og ¢, er arbitreere komplekse konstanter.

Opgave 4.1. Vi skal finde egenvardier og tilherende egenrum for matricen A. Af den fuldstendige
komplekse losnings form ses at der er to irreelle egenvardier (hinandens konjugerede da A har reelle

indgange):

A =2+6i
A=2—6i

og der er to lineaert uathaengige irreelle egenvektorer (ligeledes hinandens konjugerede):

Egenrummene erda E, | ;= span{ "1} ogE, = span{ "2}-



Opgave 4.2. Vi skal vise at den partikulere losning for hvilken det gelder, at ¢, =c¢, = % , tilfredstiller

begyndelsesbetingelsen

Dette indses blot ved indsettelse. Beregningerne er udfert i Maple, og det bekreftes at betingelsen er
opfyldt.

Opgave 4.3. Vi skal finde de vardier af # € [0, 1] for hvilke banekurven som beskrevet i opgaven
skarer henholdsvis O og R. I punktet QO md galde x,(¢) =0, og i R mé galde x,(7) =0. Ved hjelp af

Maple kan den partikulare losning reduceres til
t -¢? "sin(6 1)
(1) e*'cos(6 1)

hvoraf det for det forste ses, at x,(#) =0, hvis og kun hvis 6 = ( %

sogte t-vaerdi for punktet O vare den mindste ikke-negative losning til denne ligning, og denne opnas

+ nnj ,n € Z. Saledes méa den

for n =0, dvs. banekurven skerer Q nér ¢t = % .

For det andet ses at x,(¢#) =0, hvis og kun hvis 6 t =mm, m € Z. Den segte {-veerdi mé her vare den
nastmindste ikke-negative losning til denne ligning (den mindste svarer til punktet P), og den opnés ved

R T
m =1, dvs. banekurven skarer R nar ¢t = 6



Bilag

>

B
>
>

;Maple-kode, Opgave 1.

restart
with (LinearAlgebra) :
A:=a->«<1,1,1,1;2,-1,8,-4;1,-2,7,a>:
ReducedRowEchelonForm (A (1))
1 0 3 0
01 =20
00 0 1
ReducedRowEchelonForm (A (a))
1 0 3
01 =20
00 0 1

Al :=RowOperation(A(a),[3,1],-1):
A2 :=RowOperation(Al,[2,1],-2):
A3:=RowOperation (A2, [3,2],-1)

1 1 1 1
A3=|10 -3 6 —6
0 0 0 a+5

> LinearSolve (A(-5) ,<0,0,0>, free=t)
-3+,
26, =21
I
Iy
;Maple-kode, Opgave 2.
| > restart
| > with(LinearAlgebra):
| > eFv:=<1,0,2]2,-1,0>:
> eFv.<2,-5>
—8 ]
4
> LinearSolve (eFv,<1,2,10>)
5
-2
=> ReducedRowEchelonForm(<eFv|1l,2,3>)
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010 @)
0 01
;Maple-kode, Opgave 3.
| > restart
| > with(LinearAlgebra) :
>vl:=<1,-1,1>:
v2:=<1,0,-1>:
| v3:=<1,1,0>:
> vl.v2;
vl.v3
0
0 ®)

> GramSchmidt([v2,v3] ,normalized):
Q:=<1/sqrt(vl.vl) *vl|Matrix(%)>

V3 J2 6
3 2 6
0= _xCi_ 0 _lZi )
3 3
B
3 2 6
=> simplify (Determinant (Q))
i 1 (10)
|_Maple-kode, Opgave 4.
| > restart
> x1l:=t->1/2*%exp ((2+6*I) *t) *I+1/2*exp((2-6*I)*t) *(-I):
| x2:=t->1/2%exp ((2+6*I)*t)+1/2%exp ((2-6*I)*t):
> <x1(0) ,x2(0)>
’ an€
1

> evalc(x1l(t));
evalc(x2(t))

—ehsm(6ﬂ
e?' cos(6 ¢) (12)




