Mat 1. 2-timersprove den 13. maj 2017.

JE11.5.17

V Opgave 1

> restart:with(plots):
En funktion f af to reelle variable er for (X, y) # (0, 0)givet ved
> Fi1=(X,y)->y/ (X"2+y"2) ;
f:=(xy) — —2L
X+
> f(X,y);
_y

X+ v

V Spergsmal 1
I (X, y)-planen betragtes de tre punkter A= (0, 1), B=(0,-1) og C= (%,%) .

> "f(0,1)"=F(0,1):
f(0,1)=1
> "f(0,-1)"=F(0,-1);

f(0,-1)=-1
> "F(1/2,1/2)"=t(1/2,1/2);
(L)
272
Daf(A) =f(C) =1, sé ligger A og C pa den samme niveaukurve for f nemlig pa niveaukurven

F,y) =1, (xy) = (0,0) & —2L—=1,%y)# (0,0) <

X 4y

2
24y —y=0, (xy) # (0,0) c»x2+(y—%) =S &Y # (0,0,

hvilket er cirklen med centrum (0, %) og radius % med undtagelse af punktet (0,0).
Daf(B) = -1, sa ligger B ikke pa denne niveaukurve for f, men pa niveaukurven

2
Fo0y) =1, 06y) # (0.0) =+ (y+ 5 | =7 () # (0.0,

hvilket er cirklen med centrum (0, - %) og radius % med undtagelse af punktet (0,0).

Gradienten for f er givet ved

—( f ’ — _2Xy X2_y2 ]
Vf(X, Y) - fX(X, y)af X, y)) - ’ > (Xa y) i (0, 0)
( / ((ﬁ+ff (¢ +y)’




V Spergsmal 2

Hvis 1. koordinaten for Vf skal vaere 0, skal enten x eller y vaere 0. Det medferer, at hvis 2.
koordinaten ogsa skal vere 0, sa skal bade x og y vaere 0. Men VT er ikke defineret i (0,0). Da
saledes VI (x,y) # (0, 0) foralle (X,y) # (0, 0), sé har f ingen stationaere punkter.

Vi betragter den begraensede og afsluttede punktmeaengde M ={ (X, y)| 1 < X+ y2 <4 }
Dvs. Mer den afsluttede cirkelring mellem de to cirkler X + y2 =1 (centrum (0, 0) og radius 1) og

2
X

>

>

>

+ y2 =4 (centrum (0, 0) og radius 2).
Cl:=implicitplot(x"2+y"2<4,x=-2..2,y=-2_.2,scaling=constrained,
linestyle=1):
C2:=implicitplot(x"2+y"2>1,x=-2..2,y=-2. .2, Filled=true,coloring=
[gray,white],scaling=constrained, linestyle=1):
Rl:=implicitplot(x"2+y"2=1,x=-1..1,y=-1._.1,color=black,scaling=
constrained, linestyle=1,thickness=2):
R2:=implicitplot(xX"2+y"2=4,x=-2..2,y=-2..2,color=black,scaling=
constrained, linestyle=1,thickness=2):
C3:=implicitplot(x"2+y"2>4 ,x=-2..2,y=-2..2,scaling=constrained,
filled=true,coloring=[white,white], linestyle=2):
display(C1,C3,C2,R1,R2,title="Cirkelringen M");

Cirkelringen M

Det bemerkes, at det ikke er noget krav til besvarelsen at kunne tegne denne figur af M i Maple.



V Spergsmal 3

Da M er begrenset og afsluttet og daf er kontinuert i M, sa har f et globalt minimum og et globalt
maksimum i M. Da f hverken har stationaere punkter eller undtagelsespunkter i det indre af M, sa
antages disse vaerdier pd randen af M.

Randundersogelse:
(1
C+y=lex=+/1-y , ye[-

g =f( £V 1=y.y) =y, ye -1 1]
g'(y)=1>0foralle y €]-1; 1[. Dvs g er voksende.
g(-1)=f(0,-1) =-1ermindstogg(1l)=f(0, 1) =1 er storst.

(2):
Xy =4eox=+J4—-y , ye[-2:2]

1
iy =t( /4=y .y)=Fy.yer-22
h'(y) :% > ( for alley €]-2;2[. Dvs h er voksende.

h(-2)=f(0,-2) :_% er mindst ogh(2) =f (0, 2) =% er storst.

Ved numerisk sammenligning af disse undersegelser fas, at det globale minimum er -1, som
antages 1 punktet B og at det globale maksimum er 1, som antages i punktet A.

Det bemerkes, at da M er ssmmenhangende, sé er vaerdimangdenf (M) =[-1;1].

V Opgave 2

> restart:

Om en reel funktionf (X, y) oplyses, at dens approksimerende andengradspolynomium med
udviklingspunkt (0, 0) er

Po(X.y) =f(0,0) +F,(0,0) x #f; (0,0) y+ — (f” (0,0)X* +217,(0,0)xy +£7,(0,0)y°)

1

—2+?x hyi=2 4 — 5 (¢ +2y?).

og at dens approksimerende andengradspolynomium med udviklingspunkt (T6 ,0) er

Q (%, Y) =f[£,o] +f'x[£,o)(x —E) +f/y(£,0) y

3 3 3 3
+%[f”x( ) ( —j2+2f”xy[@,o][x@)Hf”yy(z@,o)yz

=—F—F(—£)+ Ve yY=3VE + o (—N?[x—@JJr%Je_yZ].

3



V Spergsmal 1
Af det givne udtryk for P, (X, y) aflases, at
f(0,0)=2, f,(0,0) =0, f’y (0,0) =0, £7,(0,0) =1, f”xy(O, 0) =00gf”yy(0, 0) =2.

V Spergsmal 2

Hvis fhar egentligt lokalt maksimum eller egentligt lokalt minimum i et punkt, s ma punktet
vere et stationart punkt, da f ikke har undtagelsespunkter.
DaVf(0,0) = ( (0, 0), f’y(O, 0)) = (0, 0) er (0,0) et stationeert punkt forf.

Hessematricen for f i punktet (0,0) er
10
02 \ ’
som har egenverdierne 1 og 2.

f74(0,0) f”xy(O, 0)
H(Q, 0)= =
Da begge egenverdier for H(0, 0) er positive, sa er f (0, 0) =2 et egentligt lokalt minimum.

£7,(0,0) £7,(0,0)

V Spergsmal 3
Af det givne udtryk for Q,(X, y) afleses,at

f[@,0]=i\/?,

3
’ \/? ’ 6 ” \/? — ” \/?
fX(T,O =0,fy T,O ZO,fXX T,O —-Zﬁ,fxy T,O =0 og
s (N6 ]2
fyy(T’O —?\/?

Da Vf [@, 0) = (f’x(—6, OJ,f’y(ﬁ, 0)) =(0,0) er(\/f ,0) ogsa et stationaert punkt
forf.

J6

Hessematricen for f i punktet ( 3 Oj er

(Fa)

3

V4 \/? V4
fxy(—3 o 7,

som har egenveerdierne -2y/e og %\/? .

J6

Da de to egenverdier for H [ 3 OJ har modsat fortegn, sa erf ( @, O) hverken et egentligt

lokalt minimum eller et egentligt lokalt maksimum.



V Opgave 3

> restart:with(LinearAlgebra):with(plots):

> prik:=(x,y)->VectorCalculus[DotProduct](x,y):
> kryds:=(x,y)->convert(VectorCalculus[CrossProduct](x,y),Vector):
En cylinderflade F 1 (X, Y, Z)-rummet er givet ved parameterfremstillingen
> r:=(u,v)-><u™2-u,u™2+u,v*u>:

> r(u,v);

hvoru € [0;% ogve[0;1].

> plot3d(r(u,v),u=0..sqrt(3)/2,v=0..1,orientation=[-40,80],axes=
normal ,view=[-0.3..0,0..2,-0.01..1]);




V Spergsmal 1
> ru:=diff~(r(u,v),u);

2u—1
ru:=1|2u+1
Vv
> rvi=diff~(r(u,v),v);
0
rv:=1,0
u
Fladens normalvektor er
> N:=kryds(ru,rv);
2u+1)
N := (2u—1)
0

Den til r herende Jacobifunktion er
> Jacobi:=simplify(sqrt(prik(N,N)))assuming u>0;

Jacobi:== 2 uJ4u*+1

V3
|2
Ar(F) =J 1 du=J J Jacobi(u, v) du dv
F 070
> Int(Int(Jacobi,u=0..sqrt(3)/2),v=0..1)=int(int(Jacobi,u=0..
sqrt(3)/2),v=0..1);
A

[[ J2ZuV4ur+1 dudv=—= !

INA 12

JZ

Lad L betegne den til F herende ledekurve i (X, y)-planen.

V Spergsmal 2

L er skeeringskurven mellem fladen F og (X, y)-planen.
En parameterfremstilling for L er da
> s:=r(u,0);

hvoru [0, E}

2



> su:=diff~(s,u);
2u—1
su:==|2u+1

Den til L herende Jacobifunktion er
> Jacobi:=simplify(sqgrt(prik(su,su)));

Jm%h=48f+2

V Spergsmal 3
A3 A3
2 2
J %(y—x) duzJ % (y(u) —x(u))Jacobi(u) dUZJ u Jacobi(u) du
L 0 0
> Int(u*Jacobi,u=0..sqrt(3)/2)=int(u*Jacobi,u=0..sqrt(3)72);
ST
[ u 8u2+2du=¥lwff
Jo 12
V Opgave 4

restart:with(LinearAlgebra) :with(plots):
prik:=(x,y)->VectorCalculus[DotProduct](x,y):
kryds:=(x,y)->convert(VectorCalculus[CrossProduct](x,y),Vector):
div:=V->VectorCalculus[Divergence](V):

rot:=proc(X) uses VectorCalculus;BasisFormat(false);Curl(X)end
proc:

VVVVYV

Et vektorfelt i (X, y, z)-rummet er givet ved
> Vi=(X,Y,Z)-><X"2,-2*y*x,z>:
> V(X,Y,2);

2
X

-2yX
z

I (X, z)-planen betragtes et profilomrade A givet ved parameterfremstillingen
> s:=(u,v)-><u,0,v*sin(u)>:
> s(u,Vv);

vsin(Uu)

hvoru € [0; %n‘

ogve[0;1].



> plot3d(s(u,v),u=0..Pi/2,v=0..1,axes=normal ,scaling=constrained);

Et massivt omdrejningslegeme Q fremkommer ved at A drejes vinklen % omkring z-aksen mod uret

set fra z-aksens positive ende.

V Spergsmal 1

Parameterfremstilling for Q
> r:=(u,v,w)-><u*cos(w) ,u*sin(w),v*sin(u)>:
> r(u,v,w);

U cos(w)
u sin(w)
vsin(Uu)

hvoru € [0; %n],ve [0;1]ogw € [O; %n .




V Spergsmal 2

0Q er den lukkede overflade af Q orienteret med udadrettet enhedsnormalvektor.
Af Gauss' setning fas da

~a
v a

1

Flux(V, 8Q) = J Div (V) di= J J J Div (V)(r(U, v, w)) Jacobi(u, v, w) du dv dw

Q 0 7070

> div(V)(X,Y,2);
1

> M:=<diff~(r(u,v,w),w) |diff~(r(u,v,w),v) |diff~(r(u,v,w),w)>;

cos(w) 0 -Usin(w)
M:= | sin(w) 0 U cos(W)
Vcos(u) sin(u) 0
> Jr:=simplify(Determinant(M));
Jr:= -sin(u) u

somer <0,dau e [O; %n} Den til r harende Jacobifunktion er da

> Jacobi:=-Jr;
Jacobi := sin(u) u
> integranden:=1*Jacobi;
integranden := sin(u) u
> Int(Int(Int(integranden,u=0..Pi1/2),v=0..1),w=0..P1/4)=int(int
(int(integranden,u=0..P1/2),v=0..1),w=0..Pi1/4);
1 1

2T T

l [‘ shuu)ududvdw::i-n

o Yoo

V Spergsmal 3

Lad G betegne den del af overfladen af Q, som afgrenser Q opadtil. G er altsa den
omdrejningsflade, der fremkommer ved at den ovre randkurve af A1 (X, z)-planen drejes vinklen

T ) .
— omkring z-aksen mod uret set fra z-aksens positive ende.

E4n parameterfremstilling for G er da
> R:=r(u,1,w);
U cos(w)
R:=| usin(w)
sin(U)

1
hvoru € |[0; —
vor [,275

ogw € [O; %n}
> Ru:=diff~(R,u);



cos(w)

Ru := | sin(w)
cos(Uu)
> Rw:=diff~(R,w);
-u sin(w)
Rw :=| ucos(w)
0

Fladens normalvektor er

> N:=simplify(kryds(Ru,Rw));

-cos(U) ucos(w)

N := ] -cos(u) usin(w)
u
N(u, w) danner en spids vinkel med z-aksen, da dens z-koordinatz(u, w) =u > 0 for
1
uel0; —m|.
} "

> flade:=plot3d(R,u=0..Pi1/2,w=0..Pi1/4,scaling=constrained):
> pil:=arrow(subs(u=1,w=Pi/8,R),subs(u=1,w=Pi/8,N)):
> display(flade,pil,orientation=[-100,70]);



Med den valgte orientering af den lukkede randkurve 0G for G er derfor

= % foru E}O; %n (hejrekonvention).

Af Stokes' setning fas da
LI
4 2

Cirk(V, 9G)= Flux(Rot(V), G) = f ng -Rot(V) du=J f N(U, W) -Rot(V) (R(u,w))du dw
0 -0

> rot(V)(x,y,2); ’

Rotationen taget pa fladen
> Rot:=<0,0,-2*u*sin(w)>;



0
Rot := 0
-2 usin(w)
> integranden:=prik(N,Rot);
integranden :== -2 u” sin(w)

> Int(Int(integranden,u=0._.Pi1/2),w=0. _Pi/4)=int(int
(integranden,u=0._.Pi1/2),w=0._.Pi1/4);
1

-7 lTt
4 2

[ [ (—2u2ﬁn0N))dudW::——L—n3+-—L-Jffn3
0 70 12 24



