Mat 1. 2-timersprove den 8. december 2019.

JE 1.12.19

V Opgave 1

> restart;with(LinearAlgebra) :
Et homogent lineart ligningssystem er givet ved
X, +x,+x3+x,=0
2x; —=x,+8x; —4x,=0
X, —2x, +7x3+ax,=0

hvor a er et vilkarligt reelt tal.

Koefficientmatricer er
> A:=a-><1,1,1,1;2,-1,8,-4;1,-2,7,a>:

> A(a);
I 1 1 1
2 —1 8 —4
1 =2 7 a

V Spergsmal 1

Fora =1 er totalmatricen
> T:=<A(1)|0,0,0>;

11 1 1 0
T=|2 —1 8 —4 0
1 =27 1 0

som har trappeformen
> trap('T') :=ReducedRowEchelonForm(T) ;

1 0 3 00
trap(T) =10 1 =2 0 0
00 0 10
Det fuldstendigt reducerede lineare ligningssystem er da
X +3x;=0
X, =2x3=0
x, =0

Seettes x, = ¢ fas den fuldsteendige losning pa standardparameterform
(X X X3, X4) =1(=3,2,1,0) ,1ER.

(1.1)

(1.1.1)

(1.1.2)



V Spergsmal 2
> T:=<A(a)|0,0,0>;
1 1 1 1 0
r'=12 —1 8 —4 0
1 =27 a 0
> T2:=RowOperation (T, [2,1],-2);
I 1 1 1 0
2:=(0 -3 6 —6 0
I =27 a 0
> T3:=RowOperation(T2,[3,1],-1);
I 1 1 1 0
I3 =10 -3 6 —6 0
0 36 a—1 0
Af T3 afleses, at p(A@)) =2 < a—1=-6 < a=-5.

For a = —5 er totalmatricen
> T:=<A(-5)|0,0,0>;

1 1 1 1 0
r'=(2 —-1 8 —4 0
1 =27 =5 0

som har trappeformen
> trap('T') :=ReducedRowEchelonForm (T) ;

1 0 3 —-120
trap(T) =10 1 =2 2 0
0 0 O 0 0

Det fuldstendigt reducerede lineare ligningssystem er da

X +3x3—x,=0

Xy —=2x3+2x,=0

Seettes x; =t; og x, =1, fds den fuldsteendige losning péd standardparameterform
(s X X3, X4) = £(=3,2,1,0) + £,(1,-2,0, 1) , ¢, ¢, €R.

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

For (¢, t,) = (1, 0) fas lesningen (-3, 2, 1, 0) og for (#,, t,) = (0, 1) fés lesningen (1, -2, 0, 1).

Disse to lesninger er lineert uathengige, da de ikke er proportionale.
Fora=-5er(-3,2,1,0)0g (1,2, 0, 1) saledes to lineaert uathaengige lasninger til
ligningssystemet.



V Opgave 2
> restart;with (LinearAlgebra) :
Et 2-dimensionalt vektorrum V har basenv = (v, v,) .
f:V — R3 er linezr og afbildningsmatricen F =[ Av,) Av,)]er
> eFv:=<1,2;0,-1;2,0>;

1 2
eFvi=|0 —1 @2.1)
2 0

V Spergsmal 1

Vektoren v, = 2 v, — 5 v, har koordinatvektoren v, = med hensyn til basen v.

ef(v3) - eFv W3

> eFv.<2,-5>;

—8
(2.1.1)
4
Dvs f(vy)=(-8,5,4).
V Spergsmal 2
1 1
=(1,2,10)= fv)=| 2 | F  v=| 2
10 10
Totalmatricen er
> T:=<eFv|1,2,10>;
1 2 1
T'=|0 —1 2 (2.2.1)
2 0 10
som har trappeformen
> trap('T') :=ReducedRowEchelonForm(T) ;
1 0 5
trap(T) = 0 1 =2 (2.2.2)
00 O

Heraf aflases, at v = og dermed er lesningsvektoren v=5v, —2v,.




V Spergsmal 3

AV) = span{fiv),Av,)} = span{(1, 0, 2), (2, —1, 0)}.
dim(f(V)) = p(F,) = 2. (Felger feks af trap(T) i spergsmél 2.)
Billedrummet AV) = span{(1, 0, 2), (2, —1, 0)} er séledes en plan i R3 gennem origo.

dim(ker(f)) = dim(V) — dim(A{V)) = 0.

V Spergsmal 4

Uy
X1
u=(uy, uy, uy) € V) < fix) =uhar en losningx = x,v, +x,v, €V < F, = | U, | har
X, .
en lgsning (x;,x,) €R2.
Hvisu=e; = (1, 0, 0) sd har matrixligningen totalmatricen
> T:=<eFv|1,0,0>;
1 2 1
T'=|0 —1 0 2.4.1)
2 0 0
som har trappeformen
> trap('T') :=ReducedRowEchelonForm (T) ;
1 00
trap(T) =0 1 O 2.4.2)
0 01

Da p(,F,) =2 <3 = p(T) s& har matrixligningen ingen lesninger hvilket betyder, at e, = (1, 0, 0)

ikke tilherer billedrummet (V). (Vektoren (1, 0, 0) ligger altsa ikke i planen V) gennem origo
udspendt af vektorerne (1, 0, 2) og (2, —1, 0).)

¥V Opgave 3

> restart;with(LinearAlgebra) :

> prik:=(x,y) ->VectorCalculus|[DotProduct] (x,y) :
kryds:=(x,y) ->convert (VectorCalculus|[CrossProduct] (x,y) ,Vector) :

[R3 udstyret med det seedvanlige prikprodukt.

> vl:=<1,-1,1>;

Il
I
—_

vl (3.1)



> v2:=<1,0,-1>;

v2:i=1| 0
—1
> v3:=<1,1,0>;
1
v3 =
0

Om en reel 3x3-matrix A oplyses, at den har egenvektorrummene
E¢ = span{v,} og E_; = span{v,,v,}.

V Spergsmal 1

> V:=<vl|v2|v3>;

> Determinant (V) ;

Sejlerne 1 V er saledes tre lineart uathengige egenvektorer for A.

Sattes
> Lambda:=DiagonalMatrix([6,-3,-3]);

6 0 0
A=|0 =3 0
0 0 -3

sier A=V 'AV.

V Spergsmal 2

(3.2)

(3.3)

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

v, , hvor ¢, ER, er en vilkérlig vektor i E; og t,v, + £;v; , hvor (z,,4,)ER? , er en vilkarlig

vektori E_j;.

Da

> simplify (prik (tl*vl, t2*v2+t3*v3)) ;
0

(3.2.1)

sé er enhver vektor 1 E; ortogonal pd enhver vektor i E_;. Dvs de to egenvektorrum E; og E_; er

ortogonale.



V Spergsmal 3

> gql:=vl/sqrt(prik(vl,vl));

er en ortonormal basis for Eq.

> g2:=v2/sqrt(prik(v2,v2));

0g
> g3:=kryds(ql,q2);

V32
6

udger en ortonormal basis for £ _ 3

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

(ql, g2, q3) er da en ortonormal basis for R3 udstyret med det seedvanlige prikprodukt bestdende

af egenvektorer for A.
Settes
> Q:=<ql|g2|g3>;

sa er Q positiv ortogonal

3 2

J3 T J3J7 |
6

3, 0T
3

3
NS e )
3 6

(3.3.4)



> Transpose (Q) .Q;Determinant (Q) ;

1 00
010
0 0 1
1 (3.3.5)
0g
Q'AQ =A=A=QAQ'=QAQ",
hvor A er den i spergsmal 1 angivne diagonalmatrix.
Den ukendte matrix er da
> A:=Q.Lambda.Transpose (Q) ;
0O —3 3
A=| -3 0 =3 (3.3.6)
3 =3 0

V Opgave 4
> restart;with (LinearAlgebra) :with(plots):
[ x,/(1) x, (1) ]
=A ,t€ER
x," (1) X, (1)

hvor A er en reel 2x2-matrix.
Det oplyses, at systemets fuldsteendige komplekse lgsning er givet ved.

t [ .
(1) _ o260 ! (2= 6i)

+c2e ,t€R , cl, c2<C.

xz(t)

Skrevet ud i Maple
> x:=unapply (cl*exp ( (2+6*I)*t) *<I,1>+c2*exp ( (2-6*I)*t) *<-I,1>,t):
> x(t);

Icl e(2+6l)t—1026(2_6l)t

4.1)

o] 216D (2—61)¢

+cle

V Spergsmal 1

Af den givne fuldsteendige komplekse losning afleses, at samtlige egenvardier for
systemmatricen A er 2 + 6 i og 2 — 6 i med de tilhegrende egenvektorrum

]ogEz_m:span[ ]

i -

Sy =span[



V Spergsmal 2

Den partikulere losning, hvor

> cl:=1/2;
1
1= — 4.2.1
el = @.2.1)
0g
> c2:=1/2;
1
2= — 4.2.2
2= (4.22)
er
> x(t);
[o2+6D1 Iéz—énz"
22
4.2.3)
(2+60)¢ (2—61)¢
e L c
2 2
Da
> 'x(0) '=x(0) ;
0
x(0)=| 4.2.4)
sa tilfredsstiller denne partikulaere losning den opstillede begyndelsesbetingelse.
V Spergsmal 3
Den partikulare losning fra forrige spergsmal udtrykt i reelle funktioner er
> xr:=t->evalc(x(t)):
> xr(t);
-2t sin(6 ¢)
5 4.3.1)
e tcos(6t)

Den banekurve, som punktet (x,(¢) ,x,(#) ) gennemleber i tiden7<[0, 1] er

> Pl:=plot([xr(t)[1],xr(t) [2],t=0..1],scaling=constrained,
tickmarks=[6,11],color=blue):

> tekst:=textplot([[0.4,1,"P"],[-1.4,-0.3,"Q"],[0.4,-2.55,"R"]]
).

> display(P1, tekst) ;



Da x,(?) =e2tcos(6t) =0« 61= g +tpn,pEZ = t= % +p % ,pEZ , sa gennemskares

forsteaksen forste gang for ¢ = % .

T
Punktet Q pé forsteaksen, som passeres for £ = 17 ©F

> evalf (xr(Pi/12));
—1.688091795

o 4.3.2)

hvilket ser fornuftigt ud i forhold til figuren.

. T R
Dax, (1) = —62t51n(6 t)=0< 6t=pn,peEl & tng , p €EZ, sé gennemskeares andenaksen
T
forste gang for ¢ = I

T
Punktet R pa andenaksen, som passeres for ¢ = 3 er



> evalf (xr (Pi/6)) ;
0.

4.3.3)
—2.849653908

hvilket ser fornuftigt ud i forhold til figuren.

Man kunne ogsa direkte benytte den med komplekse tal udtrykte losning

> P2:=plot([x(t)[1],x(t) [2],t=0..1],scaling=constrained,
tickmarks=[6,11],color=blue):

> tekst:=textplot([[0.4,1,"P"],[-1.4,-0.3,"Q"],[0.4,-2.55,"R"]]
).

> display (P2, tekst) ;

7_

Skeering med forste aksen
> solve(x(t) [2]=0,t,allsolutions) ;
1 1

- g TE_Z2~ - E T (4.3.4)

.. . . T
Forste positive lgsning er igen ¢ = 1

Skering med andenaksen



> solve(x(t)[1]=0,t,allsolutions)
T _Z3~
6

4.3.5)

.. . . T
Forste positive lgsning er igen ¢ = I



