Mat 1. 2-timersprgve den 5. december 2016.
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¥V Opgave 1

> restart;with(LinearAlgebra):

Et inhomogent linezrt ligningssystem bestdende at tre ligninger med fire ubekendte
X1, X5, X5 0g X, har totalmatricen T = [A| b] givet ved

> T:=a-><<1,0,0>|<0,a,0>]<1,-2,1-a"2>]<3,-4,0>]<0,2,1-a>>:
> T(a);

10 1 3 0

0 a -2 -4 2

00 -a°+1 0 1—a

hvora € R.

V Spegrgsmal 1
Fora =-1 er totalmatricen
> T(-1);
1 0 1 30
0 -1 -2 -4 2
0O 0 0 02

Ligningssystemet har ingen losninger, dap(A(-1)) =2 <3 =p(T(-1)).

Eller. Ligningen svarende til den sidste raekke 1 T har ingen lesninger. Derfor har ligningssystemet
ingen lgsninger.

Med Maple fas

> LinearSolve(T(-1));

Error, (in LinearAlgebra:-LinearSolve) inconsistent system

For a =0 er totalmatricen

> T(0);
10 1 30
00 -2 -4 2
00 1 01

som har trappeformen
> trap("T(0) ")=ReducedRowEchelonForm(T(0));

1000 2
trap(T(0))=10 0 1 0 1
0001 -1

Da koefficientmatricen og totalmatricen begge har rangenp =3 ogdan —p=4 —3 =1 er der
uendelig mange losninger karakteriseret ved én fri parameter.



Settes X, =t afleeses umiddelbart, at
(Xla X25 X37 X4) = (25 O) 15_ 1) +t(05 15 05 0) 7t € R

Med Maple fas
> x=LinearSolve(T(0),free=t);

2
b
X:
1
-1
Fora =1 er totalmatricen
> T(1);
10 1 30
01 -2 -42
00 0 00O

som er pa trappeform.

Da koefficientmatricen og totalmatricen begge har rangenp =2 ogdan-p=4 —2 =2 er der
uendelig mange lgsninger karakteriseret ved to frie parametre.
Settes X; =t; og X, =1, afleses umiddelbart, at

(xl, X5y X, x4) =(0,2,0,0) +t,(-1,2,1,0) +t,(-3,4,0,1) ,t,, t, ER.

Med Maple fas
> x=LinearSolve(T(1),free=t);

-, —3t,
242t +41,

4

L

V Spgrgsmal 2

Koefficientmatricen er
> A:=SubMatrix(T(a),1..3,1..4);

10 1 3
A—|0a -2 -4
00 -a+1 0

og hejresiden er
> b:=SubMatrix(T(a),1..3,5..5);



Xo= (Xl, Xo, Xg, X4) =(1,0,-1,0) eren losning < Ax,=h.
> x0:=<1,0,-1,0>;

.
X0 = 0
-1
0
> A.x0=b; _
0
2 = 2
a’—1 l1—a

Herafses,atAXOZb sa—l=-l-aeoa’+a—2=0<a=1lellera=-2.
Altsa (Xl, Xos Xg, X4) =(1,0,-1,0) er en lgsning til ligningssystemet < a =1 eller a =-2.

V Opgave 2

> restart;with(LinearAlgebra):
I R3 er der givet vektorernevl = (-1,1,0),v2=(1,-2,1),v3=(1,-4,0) ogu=2Vv1l — V2.

V Spgrgsmal 1

Koordinatmatricen for vektorerne V1, v2 og v3 med hensyn til standardbasis e er
> eV:i=<<-1,1,0>]<1,-2,1>]<1,-4,0>>;

-1 1 1
eVi=| 1 -2 -4
0 1 O
Da
> rho("eV~)=Rank(eV);
p(eV) =3

ervl, v2 og v3 tre lineert uathangige vektorer i R3 og dermed er v = (v1, v2, v3) en basis for 3.

Basisskiftematricen der skifter fra v-koordinater til standard e-koordinater er
> eMv:=eV;

-1 1 1
eMv := 1 -2 -4
0 1 0

og basisskiftematricen der skifter fra standard e-koordinater til v-koordinate er



> vMe:=eMv™(-1);

vMe :

V Spargsmal 2

4 12
33 3
0o 0 1
111
33 3

Koordinatvektoren for U= 2v1 -v2 med hensyn til basis v er

> vu-=<2,-1,0>;

Koordinatvektoren for U med hensyn til standardbasis e er

> euz=eMv.vu;

Dette kunne ogsa fas ved
> eu:=2*<-1,1,0>-<1,-2,1>;

f:R3 — R3er lineer og der gelder, atf(vl) = 3v1, f(v2) = 3v2 og f(v3) =0 .

V Spegrgsmal 3

Da de tre vektorer er egentlige vektorer, sé folger det af det givne, at vl og v2 er egenvektorer for
f herende til egenvardien 3 og at v3 er en egenvektor forf herende til egenvardien 0.
v=(V1, v2, v3) er sdledes en basis for R3 bestdende af egenvektorer for f .

V Spegrgsmal 4

Da f(vl)=3vl=3vl +0Vv2 +0vV3, f(v2)=3v2=0vl +3Vv2 +0Vv3og f(v3)=0=

Ovl+0v2+0V3er

eu

eu

-3
= 4
-1

-3
= 4
-1

> vFv:=DiagonalMatrix(<3,3,0>);

VRV =

300
030
000




> eFe:=eMv.vFv.vMe;

4 1 1
eFe:=1| -4 -1 -4
0 0 3

V¥ Spgrgsmal 5
Da bade vl og V2 tilherer egenvektorrummet E; (de udspander E;), sd vil ogsd
linearkombinationen u=2 vl — V2 tilhere E; .

u er altsa en egenvektor forf herende til egenvardien 3.
Kontrol
> eFe.eu=3*eu;

-9 -9
12 |=] 12
-3 -3
¥ Opgave 3
> restart;with(LinearAlgebra):
f: C*([R) — C*(R) linear og givet ved
> Fr=x->diff(x,t)-t*x:
> "X () "=F(x(1));
_d =
f(x(t))= dt X(t) —tx(t)
V Spgrgsmal 1
> F(x(1t))=0;
d _
at X(t) —tx(t) =0
Da
> Int(-t,t)=int(-t,t);
[( ) dt=-+ ¢
er samtlige losninger
> x(t)=c*exp(1/72*t"2);
t2
X(t)=ce

hvorteER og cER.



Direkte med Maple fas
> dsolve(f(x(t))=0,x(t));
le
X(t)=_Cle 2

P,(R) med monomiebasis m= ( 1,t tz) og P;(R) med monomiebasis m = ( 1,t, t2, t3) .
Vi begraenser nu f til at vaere en afbildning af P,(R) ind i C*(R).

V Spgrgsmal 2

Billederne af basisvektorerne er

> F(1);
-1
> f(O); ;
-t 41
> F(t12); .
-t 42t

Da (1), f(t) og f(tz) alle tilherer P4(R), sé er billedrummet f(P,(R)), som er udspandt af disse tre
billedvektorer, et underrum af Py(R).

Inspireret af spergsmal 2, lader vi til sidstf vare en afbildning af P,(R) ind i P4(R).

V Spgrgsmal 3

Da f(1)=-t, ft)=1- £ og f (t2 )=2t- £ ifolge spergsmal 2, sa afleser vi, at
> mFm:=<<0,-1,0,0>]<1,0,-1,0>]<0,2,0,-1>>;

0 1 0
-1 0 2
mkEm :=
0 -1 0
0 0 -1

Pt)ker(f )= f(P(t)) = 01+0t+0P+0C <mFm mP(t) =0 € R*.
> LinearSolve(<mFm]<0,0,0,0>>);

0
0
0

Dvs ker(f ) bestar kun af nulpolynomiet 01+0 t+0 £ i P,([R).

Af dimensionssatningen folger s, at dim(f(P,(R))) = dim(P,(R)) — dim(ker(f)) = 3-0 = 3.

(Eller dim(f(P,(R))) = p(mFm) = 3)

Sammenligning med spergsmal 1: Forskellen skyldes, at den eneste af funktionerne ¢ exp(% tz),

der ligger i P,(R), som vi afbilder fra, er den, der svarende til ¢ = 0.



¥V Opgave 4

> restart;with(LinearAlgebra):with(plots):
X (1) X, (1)
Xy’ (1) X, (1)

hvor A er en reel 2x2-matrix. Det oplyses endvidere, at A har egenvektoren
> v1:=<1+1,2>;

1 +1
vl =
2
herende til egenverdien
> lambdal:=-1+2*1;
Al:i=-14+21

V¥ Spargsmal 1
Da A er en reel 2x2-matrix, sa er den anden egenverdi for A den konjugerede af Al
> lambda2:=conjugate(lambdal);

R2:=-1-21
og en tilherende egenvektor for A er den konjugerede af v1
> v2:=evalc(conjugate(vl));
1 —1
2

V2 =

Davl og V2 er to lineert uath@ngige egenvektorer for A er den fuldsteendige komplekse losning
til differentialligningssystemet

ﬂchlé'1+”“vLm2e“l_2mv2,teR,cleeC.

Skrevet ud i Maple
> x:=unapply(cl*exp(lambdal*t)*vl1+c2*exp(lambda2*t)*v2,t):
> "X "=x(1);
t (1+T)cle 20 4 (1 —1)c2el 172Dt
X =
(v 2elel T T2t 5 0o (-1 — 2D

Det bemerkes, at X(t) er reel, hvis og kun hvis den er lig sin konjugerede hvilket er opfyldt, hvis
og kun hvis c1 og c2 er indbyrdes konjugerede.

V Spgrgsmal 2
Af figuren aflaeses, at X(0) = (X;(0), X,(0)) = (-1, 4).



Til bestemmelse af konstanterne C1 og €2 haves det linezre ligningssystem
> x(0)=<-1,4>;

(1+0)cl+(1—1)c2
2cl+2c2

-1
4

med tilherende totalmatrix
> Ti=<<1+1,2>|<1-1,2>|<-1,4>>;

I+11—-1 -1
2 2 4

som har trappeformen
> trap("T") :=ReducedRowEchelonForm(T);

3
101+ —
+ ) I
trap(T) = ;
01 1—=1
2
Heraf aflases, at
> cl:=1+3/2*1;
3
cl:=1+ =1
+ 2
og
> c2:=1-3/2*1;
3
c2:=1——=1
2

cl og c2 er indbyrdes konjugerede som forventet. Jevnfeor bemarkningen under sporgsmal 1.
Den sogte losning er da
> "x(t)"=simplify(evalc(x(t)));
~e " (cos(2t) +5sin(21))
X(t) =
2¢" (2cos(2t) —3sin(21))

eller skrevet ud
> "X[1]() "=simplify(evalc(x(D)[1]D)):
X, (1) =-¢ " (cos(21) +5sin(21))
> "x[2] (D) "=simplify(evalc(x()[2])):
X,(t) =2 ¢ (2 cos(2t) —3sin(2t))
hvorteR.
> pl:=plot(x(t)[1],t=0..6,color=red):
> p2:=plot(x(t)[2],t=0..6,color=blue):
> display(pl,p2,scaling=constrained,view=-3..5);






