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|l eNote 23

Riemann-integraler

I denne eNote vil vi opstille 0og give eksempler pi de teknikker, metoder, og resultater, som er helt
nodvendige hjelpemidler nir vi skal finde leengder af kurver, arealer af plane omrdider og af
overflader, samt rumfang, massemidtpunkter, og inertimomenter af rumlige omrdider etc. Det
handler i forste omgang om at kunne integrere og om at kunne finde stamfunktioner til givne
kontinuerte funktioner, iseer til funktioner af én variabel. Vi vil derfor et par gange referere til
eNote 14. Vi skal i denne eNote se hvordan uendelige summer af uendeligt smd addender i
greensen forer til de sikaldte Riemann-integraler, som igen kan udtrykkes og beregnes ved brug
af passende stamfunktioner. Metoderne og de fundamentale resultater for Riemann-integralerne
er ikke afgorende forskellige i de dimensioner vi betragter, men vi vil alligevel diskutere og
analysere betegnelser, resultater, og eksempler helt eksplicit for funktioner af én, to, og tre
variable med henblik pd at kunne bruge Riemann-integralerne mest effektivt i de anvendelser,
som dyrkes i de eNoter der handler om integration i flere variable.

23.1 Indledning

Ideen med denne og de efterfolgende eNoter er at motivere, opstille, og anvende det
unikke veerktoj, der kan besvare sporgsmdl som helt naturligt opstar i mangfoldige
sammenheenge: Hvor lang er den kurve? Hvor stort er det omrade i planen? Hvad
vejer det fladestykke? Hvad er rumfanget af det omrdde i rummet? Hvad er energi-
optaget pa det solfangertag i lobet af i dag? Hvor meget deformeres det legeme, nar det
flyder langs det vektorfelt?

Det veerktoj — den metode — der kan besvare disse sporgsmal, hedder integration. Det
vil sige, vi skal kunne integrere givne funktioner f(x) og finde stamfunktioner til dem.
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Som bekendt er en stamfunktion til f(x) en funktion F(x) hvis differentialkvotient er
f(x). Men dem er der jo mange af; hvis vi differentierer F(x) + ¢, hvor c er en konstant,
sa far vi igen f(x). Det vil sige, hvis F(x) er en stamfunktion, sa er F(x) + ¢ ogsa en
stamfunktion!

Derudover er det pd ingen made pa forhand klart, at sddanne stamfunktioner skulle
have noget som helst at gore med leengder, arealer, rumfang, eller veegt. Og hvilken
funktion f(x) skal vi ievrigt bruge, nar vi for eksempel vil finde rumfanget af en kugle?
Og hvis vi ellers kan finde en stamfunktion til f(x), hvilken konstant skal der sa leegges
til for at vi kan fa det rigtige rumfang? For at f en ide om det, ma vi forst se pa, hvordan
viidet hele taget kan prove pa at definere hvad vi skal forstd ved begrebet rumfang.

z z

Figure 23.1: Kuglefyldninger med kubiske klodser. Den antydede kugle, som enskes fyldt med
klodserne, har radius 1. Til venstre er der plads i kuglen til 8 klodser hver med sideleengde 0.5;
i midten er der brugt 304 klodser, hver med sideleengden 0.2; til hejre er benyttet 3280 klodser,
hver med sideleengden 0.1.

23.2 Rumfang-problemet

Rumfanget af et givet omrdde i rummet, f.eks. en massiv kugle med radius 1, kan
bygges op af standard-elementer med simplest mulig kasseformet geometri, for eksem-
pel kubiske klodser. Men resultatet af en sddan opbygning af kuglen kan jo kun blive en
grov tilneermelse til kuglen, se figur 23.1. Og summen af de kubiske klodsers rumfang
er derfor kun en grov tilneermelse til kuglens rumfang.
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Hyvis vi imidlertid fylder den samme kugle med kubiske klodser, der hver for sig har
1000 gange mindre rumfang (altsd 10 gange mindre sideleengde) er det klart, at den
onskede kugle derved kan tilneermes meget bedre ved brug af (mere end 1000 gange)
flere kubiske klodser; og det er stadig (i princippet) en simpel sag at leegge alle klod-
sernes rumfang sammen. Det giver dermed ogsd en meget bedre verdi for rumfanget
af kuglen.

Eksemplet i Figur 23.1 viser princippet: Approksimationen af en kugle
med radius 1 med 8 kubiske klodser med sideleengde 1/2 har rumfanget
8- (1/2)% = 1; i midten har vi 304 kubiske klodser (alle med sideleengde 1/5)
SO - | der giver et tilneermet rumfang pé 304 - (1/5)% = 2.432, mens approksimatio-
Q nen med 3280 klodser (med sideleengde 0.1) i hgjre figur klart giver en endnu
bedre tilnsermelse: 3280 - (1/10)% = 3.280. Til sammenligning vidste allerede
Archimedes, at det eksakte volumen af enhedskuglen er 477/3 ~ 4.1888.

-
~

Nér forst dette er klart, sa er onsket selvfolgelig at g til greensen” ved at lade an-
tallet af standard-klodser ga imod uendelig samtidig med at de benyttede klodser gores
tilsvarende mindre i hvert forseg. Og saledes pakke og udfylde kuglen bedre og bedre,
med flere og flere, mindre og mindre kuber, og derved opna Archimedes” resultat i
graensen.

Men hvordan leegger vi uendelig mange uendelig smd rumfang sammen? Og gér det
virkelig godt? Integrationsbegrebet og de tilherende stamfunktionsbestemmelser giver
praecise anvisninger og overraskende positive svar pa begge disse sporgsmal.

Vi viser i denne eNote hvilke formelle overvejelser og metoder, der ligger bag den suc-
ces og tager derneest straks i de efterfolgende eNoter fat pa at bruge integrationsteknikkerne
til at bestemme leengder af kurver, arealer af fladestykker, rumfang af rumlige omrader,
etc.

I eNoten om integration i tre variable vises for eksempel, hvordan kuglens rumfang kan
beregnes eksakt ved hjelp af ‘udfyldninger’ med kasseformede blokke (med forskellig
storrelse og form i stil med udfyldningerne af kuglen ovenfor), se figurerne 23.1, 23.2
og eksempel 23.26.
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Figure 23.2: Delvis opbygning af en kugleskal.

23.3 Approksimerende summer og eksakte integraler

P& den reelle u-akse betragter vi en fast valgt kontinuert reel funktion f(u) pd intervallet
[0,1], f.eks. f(u) = 1+ u+ u?. For et givet helt tal n > 0 gor vi nu folgende. Forst deles
intervallet [0,1] i n lige store delintervaller, som derved hver far lengden 6, = 1.

n
Delintervallernes venstre endepunkter har u—koordinaterne:

1 2 3 n—2 n—1
1/[1:0, Up=—, U3=—, Ug=—, ", Uy_1= ; Un =
n n n n n
Det vil sige, at det i'te intervals venstre endepunkt har u—koordinaten u; = (i—1)1 =

(i—1)é,,hvori=1,2,3,..,n—1,n.

lll Opgave 23.1

Bemeerk, at hvis vi foreger antallet af delintervaller n med 1, og nu ensker en deling af [0, 1]
i n+1 lige store delintervaller, s vil alle de tidligere placerede n venstre endepunkter i
intervallet [0, 1] skulle flyttes lidt (paneer ;) for at give plads til det ekstra delinterval. Hvor
meget?



eNote 23 |||| 23.3 APPROKSIMERENDE SUMMER OG EKSAKTE INTEGRALER 5

Figure 23.3: Gottfried Wilhelm von Leibniz (til venstre) og Georg Friedrich Bernhard Riemann.

For et fast antal delintervaller, 1, finder vi funktionsveerdien af f i hvert af delinter-
vallernes venstre endepunkter, altsd de n veerdier £(0), f(1), f(2), f(2), ..., f(=2).

n n n n

Summen af disse veerdier vil seedvanligvis atheenge meget af antallet n af funktionsveerdier,
men hvis vi forst ganger hver enkelt funktionsveerdi med delinterval-leengden J,, far

vi folgende sdkaldte vaegtede sum af funktionsveerdierne, som ievrigt derved netop er

en approksimation til det med fortegn regnede areal af omrddet imellem u—aksen og
grafen for f(u) over intervallet (jvf. figur 23.4):

1(f,n,[0,1)) i (1—1 ) Zf(z—l lgf(ui)éu . (@231)

i=1
lll Opgave 23.2

Vis, at den vaegtede sum af funktionsveerdierne af f i ligning (23.3.1) er opadtil begraenset af
f’s storste veerdi og nedadtil begraenset af f’s mindste veerdi i intervallet [0, 1].

Den veegtede sum er ikke blot begraenset for alle 7. Det viser sig nemlig, at den ogsa har
en greenseveerdi for n gdende imod uendelig — i hvert fald hvis f(u) er kontinuert; det
er den graenseveerdi vi kalder Riemann-integralet af f(u) over intervallet [0,1] (efter
B. Riemann, se figur 23.3). Selve graenseveerdien betegnes (efter G. Leibniz, se figur 23.3)
med folgende notation

lim I(f, / f(u : (23-2)

n—00
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3 /
S

-0.5

Figure 23.4: Figuren viser areal-repreesentationen af integralsummen I( f, n, [—1, 1]) for funktio-
nen f(u) = 1+ u+u? (seopgave 23.14) med n = 20 delintervaller i intervallet [a,b] = [—1,1].
De 20 addender i summen er repraesenteret ved rektangulere sgjler med den feelles bredde
(b —a)/20 = 1/10 og hejder givet ved verdierne af funktionen f(u) = 1+ u + u? i delin-
tervallernes venstre endepunkter.

lll Eksempel 23.3 Konstant funktion

Lad f(u) = a for alle u € [0,1], hvor a er en konstant. Sa er

I(f,n [0,1]) = ) f (i) du

i=n (23-3)
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saledes at )
lim I(f,n,[0,1]) = / adu=uo . (23-4)
0

n—oo

lll Eksempel 23.4 Forstegradspolynomium

Lad f(u) = a+ - uforu € [0,1], hvor a og B er konstanter. Det vil sige at grafen for f(u) er
et ret linjestykke over intervallet u € [0, 1] pa u-aksen. Sa er

i=1
i=n 1
= (a+p-ui)-—
L ;
1=n 1 1
i=1 njon
(23-5)
1=n 1 1=n
i=1 i=1
i=n i=n 1
i=1 n? ; n?
1S 1
_a+‘B'ﬁi:1l_‘B.E ,
hvor vi sd har brug for felgende identitet:
12 1 (n+1)n_ (n+1)
Fi;l_ﬁ' 2 2 (23-6)
sddan at (nt1) .
n+
Ifm01)=a+p o= —p- (23-7)
Det folger heraf, at
. 1
r}g%ol(f,n,[o,l]) = ac—f—,B'E , (23-8)
og dermed
1
/(x-l—/%-udu:(x-l-%-ﬁ . (23-9)
0

Bemeerk, at den fundne veerdi er preecis arealet af omradet imellem grafen for f(u) = a+p-u
og u-aksen over intervallet [0, 1] for s vidt grafen der ligger helt over u-aksen.
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Hyvis vi benytter den samme strategi som ovenfor, men nu med en deling af det mere
generelle interval [a,b] pd u-akseni n lige store delintervaller, har vi felgende saetning:

lll Seetning 23.5 Integralsum og Riemann-integral

Lad f(u) betegne en kontinuert funktion pa intervallet [a, b]. For ethvert n inddeles
intervallet i n lige store delintervaller, hver med leengden J, = (b —a)/n. Disse
delintervallers venstre endepunkter har sa koordinaterne u; = a + (i —1)J, for
i=1,2,3,.,n—1,n.Lad I(f,n,[a,b]) betegne folgende sum:

1,m o) = X £ (a+-022) (42)

=1 " (23-10)
i=n ]

Sa har I(f,n, [a,b]) en greenseveerdi for n gadende imod oo. Greenseverdien kaldes
Riemann-integralet af f(u) over [a, b] og betegnes med [ : f(u)du:

I(f,n,[a,b]) = liq f (u;) 6y — /bf(u) du for n—oo . (23-11)
=il 4

lll Opgave 23.6

Lad f(u) = a + B - u for givne konstanter « og 5 og lad [a, b] betegne et interval pa u-aksen.
Bestem for ethvert n veerdien af

I(f,n[a,b]) , (23-12)
find dernzest greensevaerdien
1i_r>n I(f,n,a,b]) , (23-13)

og sammenlign med arealet af omradet mellem (den retlinjede) grafen for f(u) og u-aksen.

Summer af typen I(f,n,[a,b]) vil vi i det folgende kalde integralsummer. Det er ek-
sistensen af greenseveerdier af disse integralsummer, der er det helt afgorende for vort
forehavende. Bemeerk for eksempel, at greenseveerdien | ab f(u)du jo nu er det bedste
bud p4, hvad vi skal forstd ved arealet af det plane omrdde imellem u —aksen og grafen
for f(u) over intervallet [a, b] (for s& vidt at f(u) er positiv i hele intervallet). I opgave
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23.14 og i eksemplerne 23.15 og 23.16 behandles andre eksempler p, hvordan sddanne
greensevaerdier (og arealer) kan beregnes direkte ud fra en analyse af, hvordan sum-
merne Y ,—| f (u;) 6, opferer sig nar n — oco.

Bemeerk, at Riemann-integralet netop konstrueres og opstir som en uendelig
B sum af uendeligt smd addender Y ;=) f (u;) 6, for n — oo, altsa preecis som vi
Q havde brug for det i forbindelse med vore overvejelser om rumfanget af kuglen

ovenfor og i figur 23.1.

N
-

23.4 Stamfunktionsbestemmelse

Riemann-integraler kan bestemmes ved hjelp af stamfunktioner — det er praecis ind-
holdet af den fundamentalseetning, som vi vil formulere og bruge i neeste afsnit. Vi vil
antage i det folgende, at vi allerede for passende elementaere funktioner f(x) er i stand
til at finde stamfunktionerne F(x) til f(x). Som bekendt gar det ud pa at finde alle de
funktioner F(x) der opfylder, at F'(x) = f(x). De funktioner betegner vi som felger
ved hjeelp af integraltegnet, og vi siger, at integranden f(x) integreres og giver integralet
eller stamfunktionen F(x):

F(x) = / F(x)dx . (23-14)

Hvis F(x) er en stamfunktion til f(x) og c en reel konstant, sd er F(x) + ¢ ogsa en stam-
funktion til f(x). Og alle stamfunktionerne til f(x) f4s ved at finde én stamfunktion og
dertil leegge vilkarlige (arbitreere) konstanter c.

Her er nogle eksempler pa stamfunktioner til nogle velkendte funktioner f(x) (vi an-
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giver kun én stamfunktion til hver af de givne funktioner):

f(x) =a , F(x) = /f(x)dx = ax

f(r) = 4mr* , F(r) = /f(r)dr = gmﬁ

F) = 1/(1+82) ,Fw::/ﬂow:aMmm)

f(u) =1+u+u* , Flu) = /f(u)du = u+%u2+%u3 (23-15)
f(x) =sin(x?) , F(x) = /f(x) dx = \/g-FresneIS <x- %)
ﬂ@:aﬂ,F@:/ﬂmm:%nmw
f) = e, F(x) = [flydx = e

Da vi i de eNoter der handler om integration i flere variable har udstrakt brug for
at kunne finde stamfunktioner — ogsa for lidt mere indviklede integrand-funktioner —
neevner vi felgende to saetninger, der kan veaere en hjeelp til omformning af givne stam-
funktionsproblemer til bestemmelse af simplere stamfunktioner.

ll Seetning 23.7  Partiel integration

Lad f(x) betegne en kontinuert funktion med en stamfunktion F(x) og lad g(x)
vere en differentiabel funktion med kontinuert afledet g’(x). Sa kan alle stamfunk-
tioner til produktet f(x) - ¢(x) bestemmes ved:

[ £x) g dx = E(x) - g(x) = [ E(x) -/ (x) dx. (23-16)
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|l Bevis

Vi skal blot vise, at de to sider af ligningen (23.4.16) har samme differentialkvotienter for alle
x! To funktioner er stamfunktioner for den samme integrandfunktion, hvis deres differens er
en konstant. De afledede er ens fordi:

i ([ 70 dx) = ) 0x)

] (23-17)
32 (F 50 = [F0)-g () ) = F(3) -g(0) + Fl) - g (9) ~ Fl) - ¢ (0

= f(x)-g(x)

lll Eksempel 23.8 Partiel integration

Vi vil bestemme en stamfunktion til #(x) = x - sin(x). Ferst skriver vi h(x) = f(x) - g(x) med
f(x) = sin(x) og g(x) = x. S& har vi i henhold til reglen om partiel integration:

/ x-sin(x)dx = x - (—cos(x)) — / 1-(—cos(x))dx = —x-cos(x)+sin(x) . (23-18)

lll Opgave 23.9

Bestem samtlige stamfunktioner til funktionen f(x) = cos(x) - sin(x).

Il Seetning 23.10 Integration ved substitution

Lad f(x) veere en kontinuert funktion og lad g(u) betegne en monoton, differentia-
bel funktion med kontinuert afledet g’(u). Sa kan vi bestemme en stamfunktion til
f(x) ved hjeelp af den sammensatte funktion f(g(u)) saledes:

[ rrx= ([ fgt)- g du) , (23-19)

u=g°~1(x)

hvor ¢°~!(x) betegner den omvendte funktion til g(u).
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|l Bevis

Vi skal igen vise, at de to sider i (23.4.19) har samme differentialkvotient for alle x:

g ([ feax) =) og

7 ([ e g

u=g°"1(x)
, d

g u))-g'(u)du rACHRS

a </ flg(u))-g'(u) )u_g"l(x) dx (g ( )>
, 1

= FE00) &) i iy

= f(g(u))

=f(x) ,

(23-20)

hvor vi undervejs har benyttet reglen om differentiation af sammensatte funktioner
(keedereglen) og reglen om differentiation af omvendte funktioner, se eNote 14.

]
lll Eksempel 23.11  Substitution
Vi vil bestemme en stamfunktion til funktionen
VX
f) =175 ¥ €0 (23-21)
altsa: v
X
/ fx)dx = / td (23-22)

Huvis vi substituerer med funktionen g(u) = u? for u €0, oo[ far vi ‘fjernet’ kvadratrodsteg-
net og har dermed ingredienserne til brug i substitutionsreglen:

14 u? (23-23)
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Vi indseetter og far:

/f(x)dx:/ 1\_/fxdx
u
= -2-udu>
</1+ 2 u:go—l(x)
(/2 uw4+1-1 u> .
1+ ) s (23-24)

([ () ),

- (u—arctan(u)),_
- (Vx —arctan(v/x)) , x€]0,00]

lll Opgave 23.12

Bestem samtlige stamfunktioner til funktionen f(x) = x - e*".

23.5 Fundamental-saetningen

Folgende fundamentale saetning etablerer den antydede relation mellem stamfunktions-
bestemmelse og Riemann-integralerne, og det er den vi benytter os kraftigt af i de eNo-
ter, der handler om integration i flere variable.

| Seetning 23.13  Integralregningens fundamentalsaetning

Lad f(u) betegne en kontinuert funktion pa intervallet [a,b]. Antag, at F(u) er en
(vilkérlig) stamfunktion for f(u). Sa geelder folgende:

lim 1(f, 1, [a,b]) _/ F(u [F(u)]'=t = F(b) — F(a) .  (23-25)

n—oo
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-
~

Vi vil ikke her bevise fundamentalseetningen — blot bemeerke, at man godt kan
forvente, at stamfunktionen til f(u) kan give integralsummens graenseveerdi
som i seetning 23.13: Hvis vi for et givet n lader

~

F(xo) = 1(f,n, [a, x0]) (23-26)

og hvis vi seetter xg = 1,41 0g x = xo + Jy, sd er

I(f,n+1,[a,x])
I(f,n, [a,x0]) + f(uny1) - Ou (23-27)
F(xo) + f(x0) - (x —x0) ,

Hyvis vi et gjeblik tillader os at se bort fra n-atheengighederne og de nedvendige
involverede graenseverdier for n — oo, sa ‘folger’ det af (23.5.27), at F(x) er
"differentiabel’ i xo med ’differentialkvotienten’ f(x), se definitionen p4 differ-
entiabilitet af en funktion af én variabel i eNote 14, afsnit 3.4. I den forstand m
vi forvente, at F(x) faktisk er en ‘stamfunktion’ il f(x). Denne grove overve-
jelse er naturligvis kun en pejling i retning af et egentligt bevis for fundamen-
talseetningen.

F(x)

Riemann-integralerne kan herefter beregnes pa to mdder, dels som green-
seveerdi af integralsummer og dels som en differens mellem evalueringerne
af en stamfunktion i interval-endepunkterne. Det er seedvanligvis den sidste
metode, det er smartest at benytte sig af, hvis altsa de relevante stamfunktioner
kan findes eller bestemmes.

Figure 23.5: Henri Léon Lebesgue, Richard P. Feynman, og Kiyosi Ito.
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Riemann-integration er senere blevet udviklet betydeligt til gavn for og brug
i adskillige anvendelser. Lebesgue’s integral- og malteori fra 1901 gor det for
° eksempel muligt at udvide begreberne leengde, areal, og volumen til ogsa at
1 give konsistent mening for f.eks. fraktale geometriske objekter. Ito-calculus,
Santalo’s integralgeometri, og Feynman’s sti-integraler er blandt de nyeste ud-
viklinger med spaendende anvendelser i sa vidt forskellige discipliner som fi-
nansiel matematik og kvantefeltteori.

Vi illustrerer her fundamentalseetningen og de to beregningsmetoder i form af en op-
gave og et par eksempler:

lll Opgave 23.14

Lad f(u) =1+u+u? ue[-1,1].Saer

-1 = ¥ <1+ (—1+<z‘—1>§) T <-1+<f—1>i)2>fl

I =

. (23-28)

g <8+4n+2n2—16z’—4in+8i2)
= e

~

=1

Benyt tabellen over del-summerne nedenfor til at beregne summen i (23.5.28) som funktion
af n og dernaest til at eftervise

1 8
limI(f,n,[—l,l]):/ (1+u+u) du=F(1)—F(O) =5 (23-29)

n—00 -1

idet en stamfunktion til f(u) i dette tilfeelde jo er F(u) = u + ju* 4+ u® saledes at F(1) = §
og F(0) =0.

Der geelder folgende om sterrelsen af de del-summer, der (pancer faktorer, som kan seettes
udenfor ) —tegnet) optreeder i det sidste udtryk for I(f,n,[—1,1]) iligning (23.5.28):

i=n 1 > 1 i=n
)= V1=
~ (n3 n3 !
n

i .

I i1

Il
3

N

(23-30)

[uy

]
/N
Sw‘ =
~—r

I
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|
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'
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—_

Il
3
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n+1
2n?2

N———
Il
X
A
I 7
S = X
-
|

N———
I
N
e
I
N
S
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‘ n+ = (23-31)
"(Zn)_ n l)_ll”l_n—f—l
= \n? i—1 \" i3 2 7
i=n ﬁ B il:n 12 B 27’[2—|—31’l—|—1
H\n?) wH 6n?
i:z" <12> _ 1N, 2n 43041
= \n? n? o 61 (23-32)
i=n <12) B lf:”ﬂ _ 2n?4+3n+1
i—1 \" ni3 6
Vi har benyttet ovenfor, at
i:Z’j i = 1112 + 1n o)
i=1 2 2 &
. (23-33)

1 1 1
2+ 3, Lt o2 1
Z.:11 —3n —i—Zn +6n

Bevis de to ligninger i (23.5.33) — evt. ved matematisk induktion, se Wikipedia.

simple som polynomier, sd er det ofte simplest at benytte stamfunktionsbereg-

‘ Hvis vi onsker at bestemme Riemann-integraler for funktioner, der ikke er sa
ningen i stedet for at vurdere graenseverdierne for integral-summerne.

lll Eksempel 23.15 Sinus som integralsum

Vi betragter en velkendt funktion f(u#) = cos(#) med stamfunktionen:

/f(u)du = /cos(u)du =sin(u) , (23-34)

saledes at o
/ cos(u) du = sin(ug) (23-35)
0


http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_induction
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for ethvert uy € R. En ’bagleens leesning’ af fundamentalseetningen giver derfor sin ()
udtrykt ved veerdier af cos(u) for u € [0, uo]:

sin(up) = lim (@) -Zin cos <(z—1)ug> (23-36)
i=1

n—oo \ 1 n

lll Eksempel 23.16  FresnelC og FresnelS

Vi vil vurdere felgende sum for n — co:

(D
S(n) = k;cos (712> : (23-37)
Summen har form som en integralsum
i=n
S(n) =1(f,n,[0,1]) = }_ f(u;) - (23-38)

i=1

nemlig for funktionen f(u) = cos(u?) med &, = 1/n over intervallet [0, 1]. Ifolge fundamen-
talseetningen har vi derfor:

1
S(n)—)/ cos(u?)du for n-—oco . (23-39)
0

Den stamfunktion F(u) til f(u) = cos(u?) som har veerdien F(0) = 0i u = 0, kan udtrykkes
ved en funktion der hedder FresnelC(u):

F(u) = /cos(uZ) du = \/f-FresnelC (u- 72r> , (23-40)

sadan at:

k=n _1)2
1 Z cos ((k 21) ) — \/E - FresnelC <\/ 2) =0905 for n—oo . (23-41)
n = n 2 s

Tilsvarende er den funktion som benavnes FresnelS stamfunktion til sin(#?) (med veerdien
0iu = 0), saledes at

k=n _1)2
1 Z sin <(k 21) ) — 1/E - FresnelS (\/ 2) =0.310 for n— oo . (23-42)
n= n 2 T




eNote 23 |||| 23.6 DOBBELTSUMMER OG DOBBELTINTEGRALER

23.6 Dobbeltsummer og dobbeltintegraler

For funktioner af to variable har vi svarende til seetning 23.5 felgende:

18
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I Seetning 23.17

Lad f(u,v) betegne en kontinuert reel funktion pd et rektangel [a,b] x [c,d] i (u,v)-
planen. Intervallet [a,b] deles i n lige store delintervaller og intervallet [c, d] deles i
m lige store delintervaller. S& har hvert u-delinterval leengden 6, = (b —a)/n og
hvert v-delinterval har leengden 6, = (d — ¢)/m. Tilsvarende bliver delepunkternes
koordinater i (1, v)-parameteromradet (som jo er rektanglet [a,b] x [c,d] i R?):

(23-43)

(up,om) = (a+ (n—1)éy,¢c+ (m—1)5,)

Derved bliver det rektanguleere parameteromrade tilsvarende underopdelt i ialt
n - m helt ens under-rektangler, der hver har arealet J,, - &, . De definerede delepunk-
ter er de nederste venstre hjornepunkter i disse underrektangler.

Lad nu II(f,n,m, [a,b] x [c,d]) betegne folgende dobbeltsum, hvor hver addend er
et vaegtet areal; veegtene er de respektive veerdier af f(u,v) i hvert af de ovenfor de-
tinerede nederste venstre hjornepunkter i de rektangler der opdeler parameterom-
raddet, og hvert enkelt del-areal er det konstante areal af hver del-rektangel J, - 6, :

I(f,n,m,[a,b] x [c,d])

J‘.—m Zi’;zf(a_'_(i_l)b;a, c—i—(]'—l)d;C)'(b;a).(d;C))

j=1
j=m i=n

= Y fla+(i—1)8u, c+(—1)d) by 6y
j=1 i=1

—

I
ol

izlf(ui, U])(Su> '511

Wx.
—_

(23-44)
Sa har II(f,n, m,[a,b] x [c,d]) en greenseveerdi for n — oo, m — 00, og den betegnes
med:

tim (lim TI(f,n,m, [a,b] x [cd]) ) = /d (/bf(u,v) du) do .  (23-45)

n—oo m — 00
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Summer af typen II(f,n,m,[a,b] x [c,d]) vil vi kalde dobbelt integralsummer og green-

seveerdien fcd ( fab f(u,v) du) dv kaldes tilsvarende igen Riemann-integralet af f(u,v)

over [a,b] X [c,d].

-
~

-

23.7

Bemeerk, at vi nu kan tillade os at skrive folgende — ndr Riemann-integralet af
f(u,v) over [a,b] x [c,d] eksisterer:

:il (iif(ui, v;) -5u> 0y = /Cd (/abf(u,v)du> dv (23-46)

séledes at vi groft sagt har at )} -tegnet bliver til et [-tegn i greensen, og
tilsvarende 4, og d, bliver til henholdsvis du og dv.

Riemann-integralet af f(u, v) over [a,b] X [c, d]

/Cd (/abf(u,v) du) dv (23-47)

i seetning 23.17 er kun et symbol, en betegnelse, for greenseveerdien af dobbelt-
integralsummen for f(u,v). Seetningens essentielle pastand er at den green-
seveerdi eksisterer ndr f(u,v) er kontinuert i det rektanguleere omrdde. Men
den reduktion af dobbeltsummen, der foregar i ligning (23.6.44) og selve no-
tationen for Riemnan-integralet mere end antyder, at Riemann-integralet fak-
tisk kan beregnes ved hjeelp af stamfunktioner for passende funktioner af én
variabel. Det er selvfelgelig indholdet af fundamentalseetningen for dobbelte
integralsummer.

Fundamental-saetningen for dobbelte integralsummer

De Riemann’ske dobbeltintegraler beregnes via stamfunktionsbestemmelse sdledes:
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Il Seetning 23.18

Lad f(u,v) betegne en kontinuert funktion pa [a,b] x [c,d]. Antag, at F(u,v) er en
(vilkérlig) stamfunktion for f(u,v) (betragtet som en funktion af den ene variabel
u) for et vilkarligt givet v € [c,d]. Lad derneest G(a,v) veere en vilkérlig stamfunk-
tion til F(a,v) og lad G(b,v) veere en vilkarlig stamfunktion til F(b,v). Sa geelder
folgende:

nli_r)r;o ("}iinooll(f,n,m, [a, b] X [c,d])) = /Cd </ubf(u,v)du> do
= [ (B0 izt ao

— / " (F(b,0) — F(a,0)) do (23-48)

= [G(b,0)[5=¢ ~ [G(a,0) [;=
= (G(b,d) = G(b,¢))
—(G(a,d) = G(a,c))

Vi illustrerer beregningen af Riemann’ske dobbeltintegraler med enkelte eksempler —
mest for at vise, at i konkrete tilfeelde kan beregningerne veere simplere end (23.7.48)
lader ane:

Figure 23.6: Volumen-repraesentation af integralsummen II(f, 10, 10, [0, 1] x [0, 1]) for funktio-
nen f(u,v) = uv.
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lll Eksempel 23.19 Et Riemann’sk dobbeltintegral

Lad f(u,v) =u-v? for u € [0,1] og v € [-1,1].S& er

1 1 1 /1

/ (/ vzudu> dv = = | [v*u?]"Zldo
-1 0 2 /-1
1

= = v* do
% -1 (23-49)
= —[03]3;1—1
6
1
3

Bemeerk, at beregningen af dobbeltintegralet foretages ‘indefra” — det inderste integral er et
integral over u-intervallet, her [0, 1], og beregnes forst, dvs. med fastholdt v. En stamfunktion
til v? - u med konstant v er v? - u?/2 sadan at:

1 1
/ v? cdotu du = 5 [Pu? )=l =<0 . (23-50)
0

N[ —

I beregningen kunne vi alternativt have benyttet, at F,(1) = v?u?/2 og dermed G,(v) =
v3a2/6, Gy(v) = v3b?/6 og indsat direkte i det sidste udtryk i (23.7.48).

lll Eksempel 23.20 Et dobbeltintegral med symmetri

Lad f(u,v) =u-v for u e [—1,1] og v € [-1,1].Saer

1 1 1
/ (/ vudu) dv = 1/ [ou? "=t dv=0 , (23-51)
-1 \J11 2/
1 1 p p 1 1 2u:1d
/0 (/Ovuu> U—E/O[vu]uzov

1 1
== / vdv
2 Jo (23-52)

mens
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lll Eksempel 23.21  Dobbelt integralsum

Volumen-repreaesentation af integralsummen II(f,10,10,[0,1] x [0,1]) for funktionen
f(u,v) = uv er vist i figur 23.6. De 100 addender i summen er til hejre repreesenteret
ved sgjler med samme kvadratiske tveersnit og med hejder, som er givet ved de respektive
veerdier af funktionen f(u,v) = uv i (u,v)-kvadratets delepunkter. Der opnés derved en
approksimation til rumfanget af det omrade i rummet, der er afgreenset af (x, y) —planen og
graf-fladen for funktionen f(x,y) = xy over kvadratet (x,y) € [0,1] x [0,1], som vist til

venstre. Det eksakte rumfang er 1.

23.8 Tredobbelte summer og tredobbelte integraler
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Il Seetning 23.22

Lad f(u,v, w) betegne en kontinuert reel funktion pa et kasseformet parameterom-
rade [a,b] x [c,d] x [h,1] i (4, v, w)-rummet. Intervallet [a, b] deles i n lige store delin-
tervaller, intervallet [c, d] deles i m lige store delintervaller, og intervallet [k, ] deles
i q lige store delintervaller. S& har hvert u-delinterval leengden 6, = (b —a)/n,
hvert v-delinterval har leengden 6, = (d — c¢)/m og hvert w-delinterval har leeng-
den 6, = (h—1)/q. Tilsvarende bliver delepunkternes koordinater i (u,v, w)-
parameteromradet [a,b] x [c,d] x [h,1] i R®:

(u]./ Ul/wl) - (a/ C/h)/

(23-53)
(tn, om,wq) = (a+ (n—1)dy,c+ (m—1)by,h+ (9 — 1))

Lad nu III(f,n,m,q,[a,b] x [c,d] x [h,1]) betegne folgende :

II(f,n,m,q,a,b] x [c,d] x [h1])

- kff (Jin (iff(ui, v, W) 5u> 5v> bw 50
i=1

k=1 \j=1

Sa geelder

lim ( lim ( lim III(f,n,m,q,[a,b] X [c,d] x [h,l])))

n—oo \ m—sco \ g—co

_ /hl (/Cd (/abf(u,v,w)du) dv> dw

(23-55)

Summer af typen III(f,n,m,q,[a,b] x [c,d] x [h,1]) vil vi naturligvis kalde tredobbelte
integralsummer og graenseveerdien fhl ( fcd ( i) ab f(u,v,w) du) dv) dw kaldes Riemann-
integralet af f(u,v, w) over [a,b] x [c,d] x [h,1].

23.9 Fundamental-saetningen for tredobbelte
integralsummer

De Riemann’ske tredobbelte integraler beregnes saledes:
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Il Seetning 23.23

Lad f(u, v, w) betegne en kontinuert funktion pa [a,b] X [c,d] x [h,1].
Antag, at F(u,v,w) er en (vilkarlig) stamfunktion for f(u,v,w) (betragtet som en
funktion af den ene variabel u) for vilkérligt givne v € [¢,d] ogw € [h,1] .

e Lad G(a,v,w) veere en vilkarlig stamfunktion til F(a,v,w) (betragtet som en
funktion af den ene variabel v) for vilkarligt givet w € [h,] .

e Lad G(b, v, w) veere en vilkarlig stamfunktion til F(b, v, w) (igen betragtet som
en funktion af den ene variabel v) for vilkarligt givet w € [, 1] .

e Lad endelig H(a,c,w) veere en vilkérlig stamfunktion til G(a,c,w), og
tilsvarende H(b,c,w), H(a,d,w), og H(b,d, w) stamfunktioner for G(b,c, w),
G(a,d,w), 0g G(b,d, w).

Sa geelder :

lim < lim (qli_r}rgjll(f,n,m,q, [a,b] X [c,d] x [h,l])))

n—oo m —00

_ /hl (/Cd (/abf(u,v,w)du) dv) dw (23-56)

= H(b,d,1)— H(b,d,h) — (H(b,c,1) — H(b,c,h))
—((H(a,d,1) — H(a,d, h)) — (H(a,c,1) — H(a,c,h)))

Vi illustrerer med et par simple beregninger:

lll Eksempel 23.24 Tredobbelt integration

Lad f(u,v,w) =uv sin(w) for u € [0,1], v € [0,2] og w € [0,77/2].Sé er

/On/z (/Oz </01uv sin(W)du) dv) dw — /On/z (/02 o sin(w) [#2/2]1=) dv) .
= ;/071/2 (/Ozvsin(w)dv) dw

1 2 _
=3 / sin(w) [02/2]2=2 dw
0

/2
= / sin(w) dw
0

w=rt/2

= [ cos(w)];,=g

=1
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lll Eksempel 23.25 Et tre-dobbeltintegral med symmetri

Lad f(u,v,w)=u-v-w for u € [—1,1] og v € [-1,1],0g w € [-1,1].S& er

/—11 (/—11 (/_11wvudu> dv) dw =0, (23-57)
/01 </01 (/Olwvudu> dU) dw:% , (23-58)

mens

lll Eksempel 23.26 Enhedskuglens rumfang

Som gennemgaet i eNoten om integration over rumlige omrader beregnes volumenet af den
massive enhedskugle ved felgende tredobbelte Riemann-integral (som vil blive motiveret i
den eNote). Dermed verificeres Archimedes’ resultat:

Vol(Enhedskuglen) = /01 (/7; (/O” . Sin(u)du) dv) o
B /o1 (/_7; w? [ —cos(u) [i=§ dv) dw
= 2/01 (/_’erzdv) Jw

= 2/l w? [0]°Z7 . dw (23-59)
0

U=—T
1
= 47'(/ w? dw
0

= 4 [w’ /35
47
3
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23.10 Opsummering

I denne eNote har vi beskeaftiget os med basis for de metoder og resultater, der er
helt uomgaelige hjeelpemidler for at kunne finde leengder, arealer, rumfang, massemidt-
punkter, inertimomenter etc. af henholdsvis kurver, og omrdder i plan og rum.

e For enhver given kontinuert funktion f(u) af én variabel u pa et interval [a, b]
opstiller vi de integralsummer I(f,n, [a,b]), der i greensen for n — co definerer
Riemann-integralet af funktionen over intervallet. Disse Riemann-integraler kan
derefter selv beregnes (via fundamentalseetningen) ved hjeelp af en stamfunktion
F(u) for f(u) séledes:

I(f,n,[a,b]) Zf
Zf ) Ou —>/ f(u)du for n — oo (23-60)

[ Fydu= [F@IZ = E6) - F@)

hvor
b—a)

n

uj=a+({i—-1)-6, og oy = (23-61)

o Helt tilsvarende graenseverdier for tilsvarende summer for kontinuerte funktioner
af to og tre variable er opstillet og eksemplificeret.
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