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|l eNote 22

Andengradsligninger i to og tre variable

I denne eNote vil vi igen beskaftige os med andengradspolynomierne i to og tre variable som
o0gsd er behandlet og undersogt med forskellige teknikker i henholdsvis eNote 15 0g eNote 21.
Ved den indledende behandling af funktioner af to variable definerede vi niveau-maengderne
KCc(f) for funktioner f(x,y) af to variable, se eNote 19. Vi skal se i denne eNote, at for
andengradspolynomier i to variable er niveaumaengderne typisk velkendte kurver i
(x,y)-planen som for eksempel ellipser og hyperbler og det er formidlet med denne eNote at vise
hvilke typer niveaukurver der optraeder for givne ligninger. Vi vil dertil i udstrakt grad benytte
den reduktionsmetode, der er udviklet i eNote 15. Den virker for andengradspolynomier af bide
to og tre (0g flere) variable, og som vi skal se, kan de tilhorende niveau-kurver og -flader
identificeres ud fra en kort navneliste. Niveaukurverne for andengradspolymier i to variable og
niveaufladerne for andengradspolynomier i tre variable kendes klassisk under navnene
henholdsvis keglesnit 0g keglesnitsflader.

22.1 Andengradsligninger i to variable

Fra eNote 18 ved vi fra inspektion af de viste niveaukurver, at der typisk optraeder el-
lipser og hyperbler eller ellipse-lignende og hyperbel-lignende kurver som niveaukur-
ver for funktioner af to variable — iseer omkring stationeere punkter. Det er ikke nogen
tilfeeldighed; andengradspolynomier har netop sddanne niveaukurver. Og passende
valgte andengradspolynomier er jo samtidig gode approksimationer til givne glatte
funktioner af to variable.

I det folgende vil vi med nogle eksempler gennemga standardmetoden til reduktion
af de ligninger, der fremkommer nér vi vil finde de punkter i R? for hvilke et givet
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andengradspolynomium er 0, altsa netop de punkter, der udger niveaumeengden /o ( f)
for f(x,y).

|l Eksempel 22.1  Ellipse

For et andengradspolynomium f(x,y) bestemmer vi folgende ingredienser til reduktion af
polynomiet pa preecis den made som er gennemgdet i eNote 18. Vi har specielt igen brug
for den positive ortogonale substitutionsmatrix Q som diagonaliserer matricen % -Hf(x,y)
for derved at opné et udtryk for f(x,y) som ikke indeholder produktled — nu i de nye koor-
dianter ¥ og . Resultatet af reduktionen er f(%,) som vist nedenfor:

flx,y)=2-*+2-y*+2-x-y—8-x—10-y +13

Vfilxy)=(4-x+2-y—8,2-x+4-y—10)

1 [2 1]
E Hf(x/y) i 1 2 |
(3 0

A= 01 (22-1)

Q- [ V2/2 —\@/2] B [ cos(7/4) —sin(r/4) ]
“ | V272 V272 | | sin(n/4)  cos(m/4)

FE)) =3 P+ -9-V2-F—v2-j+13

:3-(f—§-ﬁ>2+(y—;ﬁ>z_1

Den sidste ligning i ovenstdende beregning af det reducerede andengradspolynomium
f(x,y) fremkommer ved kvadratkomplettering. Den kan foretages for x-leddene forst og
derneest for y-leddene. For de forstneevnte foregar det sddan:

3.32-9-v/2.7=3-(*-3-v/2-%)
. ((f_§ﬁ>2_z> | (22-2)

Den andengradsligning som giver niveaukurven Ky(f) er nu bestemt ved hver af felgende
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ekvivalente ligninger:

e , (22-3)
(W) +<§—;-\/§> =1

Denne sidste ligning fremstiller en ellipse med centrum i .C = (xo,y0) = (1,2) (med hensyn
til de gamle koordinater) svarende til \C = (Xo,7) = (3 - v2, 1 - v/2) (med hensyn til de
nye koordinater) og halvakserne \% og 1, se figurerne 22.1 og 22.2. Det nye koordinatsystem
fremkommer ved drejning af det gamle koordinatsystem med drejningsvinklen ¢ = 7v/4.

Funktionen f(x,y) har et stationeert punkt i centrum for ellipsen, hvor funktionsveerdien er
—1. Hesse-matricen er positiv definit og derfor er det stationeere punkt et egentligt lokalt
minimumpunkt. Der er tydeligvis tale om et globalt minimumpunkt.

=

s

i
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=

Figure 22.1: Grafen for funktionen f(x,y) =2-x>+2-y>+2-x-y—8-x—10-y + 13
samt niveaukurver og gradientvektorfelt for funktionen. Bemeerk specielt niveaukur-
ven svarende til niveau 0, som er den ellipse vi analyserer i eksempel 22.1.
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Figure 22.2: Grafen for funktionen med den elliptiske niveaukurve i niveau 0 for funk-
tionen i eksempel 22.1.

|l Eksempel 22.2  Ellipse

Vi(x,y)=(58-x+24-y—152,72-y+24-x —336)

1 (29 12 ]
2 M) =11 36

_[45 0] (22-4)
A__o 20 |
_[3/5 —4/5
Q__4/5 3/5

f(X7) =45 242072 —360- ¥ — 80 - i + 620
=45 (X —4)>+20- (§—2)> - 180

Den andengradsligning som giver niveaukurven Co(f) er derfor givet ved hver enkelt af
felgende eekvivalente ligninger:

flxy) =0=f(xy)

F—4\* [(7-2\? (22-5)
() (5 -
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\&

Figure 22.3: Grafen for den funktion, der blot er loftet 1/2 i forhold til veerdierne for
funktionen i eksempel 22.1. Niveaukurven Ky(f) i niveau 0 er tilsvarende mindre med
tilsvarende mindre halvakser, men den er orienteret efter de samme akseretninger.

Dette er ligningen for en ellipse med centrum i .C = (xo,y0) = (4/5,22/5) (med hensyn til de
gamle koordinater) svarende til ,C = (Xp,0) = (4,2) (med hensyn til de nye koordinater)
og halvakserne 2 og 3, se figur 22.4. Det nye koordinatsystem fremkommer ved drejning af
det gamle koordinatsystem med drejningsvinklen ¢ = arccos(3/5).

Andengradspolynomiet f(x,y) har et stationeert punkt i centrum med veerdien —180. Hesse-
matricen er positiv definit og derfor er det stationeere punkt et egentligt lokalt mini-
mumpunkt med minimumveerdi —180. Der er igen tydeligvis tale om et globalt mini-
mumpunkt.
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Figure 22.4: Niveaukurven Ko(f) for andengradspolynomiet f(x,y) = 29 - x? + 36 -
y?>+24-x-y—152-x — 336 - y + 620 fra eksempel 22.2.

lll Eksempel 22.3 Hyperbel

Vi ser igen pa eksempel 15.50 fra eNote 19 som handler om andengradspolynomiet f(x,y)
med felgende data:

x,y) =11 x> +4- > —24-x-y—20-x+40 -y — 60
y y y y

Vfilx,y)=(22-x—24-y—20, —24-x+ 8-y +40)

1 (11 -1
g =1 15 4 ]
(20 0
A=1o —5]

, hvor ¢ = —arcsin(3/5)

[ 4/5 3/57] [ cos(p) —sin(g)
Q= | —3/5 4/5 ] N [ sin(¢) cos(g)

FX7) =202 —5-92—40-¥+20-7 — 60
y y y

=20-(¥—1)>-5-(—2)>—60
(22-6)
Den andengradsligning som giver niveaukurven KCo(f) er derfor givet ved hver af folgende
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ligninger:

flx,y) =0=f(x,y)
()

Ligningerne fremstiller en hyperbel med centrum i C = (xo,y0) = (2,1) (med hensyn til de
gamle koordinater) svarende til ,C = (Xp,0) = (1,2) (med hensyn til de nye koordinater)
og halvakserne v/3 og 2 - /3. Det nye koordinatsystem fremkommer ved drejning af det
gamle koordinatsystem med drejningsvinklen ¢ = — arcsin(3/5).

Funktionen har et stationzert punkt i centrum med veardien —60. Hesse-matricen er indefinit
og derfor er det stationaere punkt hverken et lokalt minimumpunkt eller maksimumpunkt.

Il Eksempel 22.4 Hyperbel

En anden hyperbel er givet ved Ky (f) for felgende andengradspolynomium:

f(x/y)=—;szri-y2+§-\/§-x-y+5.x_3.\/§.y_%

5 3 3 1
Vf(x,y)z(—E-x+§-\f3-y+5,f-\ﬁ-x+§-y—3-\/§)

2
1 [ =572 3-v3/4
(10 (22-8)
a-[10]

Q_' 1/2 —v3/2 | [ cos(n/3) —sin(m/3)
T VB2 1/2 ~ | sin(7t/3)  cos(7t/3)

A% # ~ - 21
FEp=2-27-25-4V3j-

= (F-1P-2- 7+ V3P g

Den andengradsligning som giver niveaukurven KCo(f) er derfor givet ved hver af folgende



eNote 22 |||| 22.2 ANDENGRADSLIGNINGER | TRE VARIABLE 8

aekvivalente ligninger, hvor den sidste fas ved kvadratkomplettering:

flry)=0=f(xy)=0

7)) -
1 1 -
2 2.4/2

Det er en hyperbel med centrumi.C = (xo,yo) = (2,0) (med hensyn til de gamle koordinater)
svarende til \C = (Xo,%0) = (1, —v/3) (med hensyn til de nye koordinater) og halvakserne
1/2 0g 1/(2-v/2), se figur 22.5. Det nye koordinatsystem fremkommer ved drejning af det
gamle koordinatsystem med drejningsvinklen ¢ = 7.

Funktionen har et stationeert punkt i centrum med veerdien —1/4. Hesse-matricen er in-
definit og derfor er det stationaere punkt hverken et lokalt minimumpunkt eller maksi-

Ay
T

Figure 22.5: Grafen for funktionen fra eksempel 22.4 med snit i niveau 0, gradientfelt,
niveaukurver og specielt niveaukurven Ko ( f).

mumpunkt, som det ogsa tydeligt fremgar af figur 22.5.

22.2 Andengradsligninger i tre variable

For andengradspolynomier f(x,y,z) i tre variable kan vi gennemfore samme analyse
som ovenfor men nu af de niveaumeengder i rummet, dvs. de niveau-flader der fremkom-
mer ved at seette f(x,y,z) = 0. Vi viser metoden via nogle eksempler:



eNote 22 |||| 22.2 ANDENGRADSLIGNINGER | TRE VARIABLE 9

|l Eksempel 22.5 Ellipsoide

Et andengradspolynomium i tre variable undersoges:

x,,z2)=7-x>+6-1>+5-2>—4.-x-y—4-y-z—2-x+20-y—10-z+15
y y y y y

Vfxyz)=014-x—4-y—2,—4-x+12-y—4-24+20,—4-y+10-z—10)

1 7 =20
§~Hf(x,y,z): -2 6 =2
0 -2 5

>

I
1
o oo
oo o
w o o
e —|

Q=| -2/3 -1/3 -2/3
1/3 2/3 -=2/3

2/3 -=2/3 1/3]

f(%9,2)=9-%4+6-7*+3-22-18-¥—12-7—6-2+15
=9.(x—-172+6-(T-1*+3-(z-1*-3
(22-10)
Den andengradsligning som giver niveaufladen Co(f) er derfor givet ved hver af folgende
aekvivalente ligninger:

f(xy,2) =0=f(%,y,2)

= 1\* [(7_-1\° 22-11
(xll) +(y11> Y E-12=1 . (2210
V3 V2

Det er ligningen for en ellipsoide med centrum i .C = (xo,yo,20) = (—1/3,—-5/3,173) (med
hensyn til de gamle koordinater) svarende til C = (Xo, J0,20) = (1,1,1) (med hensyn til de
nye koordinater) og halvakserne % og %, og 1, se figur 22.6 og navnetabellen i afsnit 22.3.

Det nye koordinatsystem fremkommer ved rotation af det gamle koordinatsystem med den

positive ortogonale substitution Q.
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Figure 22.6: Niveaufladen Ky(f) for den funktion som er analyseret i eksempel 22.5.
Det nye roterede koordinatsystem hvori ellipsoiden har reduceret form er antydet med
den rede x-akse, bl y-akse, og grenne z-akse.

Funktionen f(x,y,z), som er undersogt i eksempel 22.5, har et stationeert punkt
i det fundne centrum med veerdien —3. Hesse-matricen er positiv definit og
derfor er det stationaere punkt for f(x,y,z) i rummet et egentligt lokalt mini-
mumpunkt, et globalt minimumpunkt.

Hvis vi kunne tegne grafen for funktionen f(x,y,z) i det 4-dimensionale
B (x,y,z,w)-rum, dvs. hvis vi betragtede meaengden af de punkter i R* der kan
Q " | skrives paformen (x,y,z, f(x,y,2z)) nar (x,y, z) gennemlober (x, y, z)-rummet i
IR*, sa vil niveaufladen for f(x,y,z) veere den meengde vi far i (x,y, z)-rummet

ved at saette w = 0, altsd netop f(x,y,z) = 0.

td
~
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lll Eksempel 22.6 Hyperboloide med ét net

fx,yz)=x>42- P +2242-x—4-y+2-z2—4-x-z2—1

Vixyz)=2 x—4-z+2,-4-y—4,—-4-x+2-z+2)

. 1 0 -2
E-Hf(x,y,z): 0 2 0
20 1
(22-12)
30 0
A=1]02 0
00 -1
[ —V2/2 0 —V2/2
Q= 0 1 0
L V2/2 0 —v2/2
fx7,2)=3-24+2-P-2—4-7-2-V2.2-1
(22-13)

:3-f2+2-(g—1)2—(z+\f2)2—1

Den andengradsligning som giver niveaufladen Co(f) er derfor givet ved hver af felgende
ekvivalente ligninger:

fxy,2) =0=f(%7,2)

N2 B 2 i
(f) +<y:1) —(E+\fz)2=1 . (2219

V3 V2

Ligningerne repraesenterer en hyperboloide med ét net der har centrum i .C = (xo,y0,20) =
(1,1,1) (med hensyn til de gamle koordinater) svarende til ,C = (Xo,10) = (0,1, — ﬂ) (med
hensyn til de nye koordinater) og halvakserne % og %, og 1, se figur 22.7 og navnetabellen i
afsnit 22.3. Det nye koordinatsystem fremkommer ved rotation af det gamle koordinatsystem

med den positive ortogonale substitution Q.

Funktionen f(x,y,z), som er undersogt i eksempel 22.6, har et stationaert punkt
i det fundne centrum med verdien —1. Hesse-matricen er indefinit og derfor
er det stationeere punkt for f(x,y,z) i rummet hverken minimumpunkt eller
maksimumpunkt.
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/
Figure 22.7: Niveaufladen Ky ( f) for funktionen som analyseres i eksempel 22.6.
lll Eksempel 22.7 Hyperboloide med to net
Et andengradspolynomium f(x,y,z) er givet ved folgende data:
flx,y,z)= —x2+%-y2—|—%-zz+2-x+4-y+4-z—5-y-z—6
Vixyz)=(-2-x+2,y—5-z+4,-5-y+z+4)
1 [ —1 0 0
E-Hf(x,y,z): 0 1/2 -5/2
0 —5/2 1/2
[3 0 0
A=[02 0 : (22-15)
0 0 -1
0 1 0
Q= | -v2/2 0 Vv2/2
v2/2 0 V2/2

77,2 =3P - —2-2242-7+4-V/2-2-6
2

=3 2 (F-12-2-(2-v2) -1
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Den andengradsligning som giver niveaufladen Ky (f) er derfor givet ved:

f(xy,2) =0=f(%,y,2)

() ()
V3 V2

Det er ligningen for en hyperboloide med to net der har centrum i .C = (xo,y0,20) = (1,1,1)
(med hensyn til de gamle koordinater) svarende til vC = (Xp, %) = (0,1, \ﬁ) (med hensyn
til de nye koordinater) og halvakserne %[3, %[2 og 1 -se figur 22.8.

Figure 22.8: En hyperboloide med to net er niveaufladen KCy(f) for den funktion, der
analyseres i eksempel 22.7.

22.3 Navnetabel for andengradspolynomiers niveauflader

De maksimalt reducerede udtryk for andengradspolynomiers niveauflader preesenteres
her under antagelse af at eventuelt centrum (eller sdkaldt toppunkt) optraeder i ,C =
(0,0,0). For en given konkret niveauflade kan navnet afleeses fra tabellen; beliggen-
heden angives med koordinaterne for det fundne centrum C for niveaufladen; orien-
teringen angives ved den fundne substitutionsmatrix Q og sterrelsen af niveaufladen
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angives ved de enkelte halvakser a, b, og ¢, eller p og k i de enkelte tilfeelde for sa vidt
de optreaeder i den reducerede ligning for niveaufladen.

| Ligning | Navn | Punktet (0,0,0) | Eksempel |
222 + gzz + i—i =1 ellipsoide centrum 225
222 + Zzz — i—i =1 hyperboloide med ét net centrum 22.6
;“22 — gfz — i—i =1 hyperboloide med to net centrum 22.7
222 + ij — i_i =0 keglesnitskegleflade centrum tig 22.9
ZEQ + % =z elliptisk paraboloide toppunkt tig 22.9
;Ez - gfz =z hyperbolsk paraboloide toppunkt tig 22.9
2‘22 =p-z parabolsk cylinderflade toppunkt tig 22.9
ZEQ + 3;22 =1 elliptisk cylinderflade centrum
;‘22 - gfz =1 hyperbolsk cylinderflade centrum
ZEZ + ij + i—i =0 punktet (0,0,0) ”centrum”
% + g;i i 0 z-aksen _
S m = 0 to planer gennem z-aksen
x> =k>0 to planer parallelle med (¥, z)-planen
=0 (7,2)-planen

U
G
g
i
CELI777505

77
7

Figure 22.9: En keglesnitskegleflade, en elliptisk paraboloide, en hyperbolsk
paraboloide, og en parabolsk cylinderflade.
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lll Opgave 22.8

Vis, at listen i navnetabellen over niveauflader for andengradspolynomier i tre variable er
komplet; dvs. enhver totalt reduceret andengradsligning i tre variable (som indeholder
mindst én af de variable ¥, y, eller z med grad 2) er at finde pa listen.

lll Opgave 22.9

Vis, at enhver totalt reduceret andengradsligning i to variable fremkommer af tabellen over
totalt reducerede andengradsligninger i tre variable ved at seette z = 0.

22.4 Parametrisering af en ellipsoide

Vi vil her kort skitsere hvordan man kan parametrisere en niveauflade for et andengrads-
polynomium i tre variable med henblik pa at kunne plotte og undersoge dens ovrige
geometriske egenskaber. Som eksempel vil vi benytte en ellipsoide med givet (eller fun-
det) centrum C, givne halvakser (afleest fra diaognalmatricen A), og givne orienterings-
vektorer vy, ¢V2, 0g V3 (fra den positive ortogonale substitutionsmatrix Q) — altsd netop
ud fra de data der bestemmes via reduktionsanalysen eksemplificeret ovenfor.

Vi antager for eksemplets skyld, at der her er tale om en ellipsoide, saledes at A =
% -Hf (x,y,z) er positiv definit, dvs. alle tre egenveerdier A1, Ay, 0og A3 er positive for
A = 1 - Hf(x,y,z). Tilsvarende konstruktion kan gennemferes for enhver af de andre
niveauflader.

Vi antager, at ellipsoidens ligning i reduceret form er givet ved
M- (X=%0)+ A (-0 +A3- (Z—20)° =d* , (22-17)

hvor d er en positiv konstant og hvor C = (X, Jo, Zo) er koordinaterne for ellipsoidens
centrum med hensyn til det nye koordinatsystem, sdledes at centerkoordinaterne med
hensyn til det gamle system er givet ved: .C = Q- C. Vihar altsd felgende ingredienser
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til radighed til konstruktionen af ellipsoiden:

eC = (Cq,C,C3)

d

a4=—
M
d

b= — 22-18
s ( )
d

= ——
A3

Q:[evl eV2 eV3}

Vi vil udelukkende betragte koordinater, der refererer til den seedvanlige basisei (R", -).

En kugleflade S; med radius 1 og centrum i (0,0,0) kan beskrives som meaengden af de
punkter (x,y,z), der har afstanden 1 til (0,0,0):

P(o,o,o)(X, y,z) =1 , som er ekvivalent med

Vx24+y2+z2=1 , eller (22-19)

x>+ y2 +22=1
Kuglefladen kan ogsa preesenteres ved hjeelp af geografiske koordinater u og v, hvor u €
0, 7] ogv € [, 7]
S : (xy,z)=r(u0) = (sin(u)-cos(v),sin(u) -sin(v),cos(u)) . (22-20)

Nar u og v gennemlober deres respektive intervaller u € [0,77] og v € [—7, 7] sa fér
vi punkter (x,y,z) = r(u,v) pa kuglefladen — og alle punkterne rammes. Lad os se pa
den forste af de to pastande, altsa at alle punkterne r(u, v) ligger pa kuglefladen. Indseet
x = sin(u) - cos(v), y = sin(u) - sin(v), og z = cos(u) i kuglens ligning 22.4.19:

X2 +y* + 2% = sin®(u) - cos?(v) + sin®(u) - sin®(v) + cos?(u)

u)+ cosz(u)> + cos?(u) (22-21)

sa alle punkterne der fremstilles pa formen r(u, v) ligger pd kuglefladen.
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lll Opgave 22.10

Vis, at den anden pastand om r(u,v) ogsa er rigtig, altsd at alle punkter pa kuglefladen
‘rammes’ af r(1, v) nar u og v gennemleber intervallerne u € [0, 7] og v € [—7t, 7t]. Findes der
punkter pd kuglefladen som rammes mere end én gang? Beskriv i sa fald den punktmaeengde
og hvor ‘mange gange’ de punkter rammes.

Vi skalerer kuglefladen med de tre egenveerdier i hver koordinatakseretning og far
dermed en fremstilling af en ellipsoide med de korrekte, onskede, halvakser:
-sin(u) - cos(v),

-sin(u) - sin(v), -cos(u)) , (22-22)

r1(1,0) = (—2 a a
1 ’ =\ - -

VA vV ) \% A3
hvor u € [0, 7], v € [—m, 7| sdledes at ethvert punkt x, y, z som rammes af afbildnin-
gen r1(u,v) nu tilfredsstiller:

M2+ AP+ Az 22 =d?

2 2 2 (22-23)
X y z _
o) Tl ) il T
VA Vi Vs

eller, hvis vi benytter halvaksebetegnelserne g, b, og c:
x\ 2 y 2 7\ 2 B
GGG =1 (2224

som netop er ligningen for en standard ellipsoide med de enskede halvakser men kon-
strueret i (x,y, z)-systemet. De punkter der fremstilles ved r1(u, v) ligger alle pad denne
elipsoide.

Til sidst roterer vi ellipsoiden med rotationsmatricen Q og parallelforskyder til det kor-
rekte enskede centrum:

r(u,v) =Q-r(u,0)+C . (22-25)

Alle de punkter, der har stedvektorer givet ved rp(u, v) ligger nu pa den enskede ellip-
soide og alle punkterne pa ellipsoiden rammes ndr u € [0, |, v € [—7, 7).
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lll Eksempel 22.11  Ellipsoide parametrisering

En konkret ellipsoide er givet ved folgende data, som stammer fra en undersogelse af anden-
gradspolynomiet

flx,yz)=2-*4+2-y*+2-22~2.x—4-y—2-z2-2-x-2+3 (22-26)
C=(1,1,1)
1
RV
p— L
V2 (22-27)
c=1

0 1 0

~1/vV2 0 —1/V2
1/v2 0 1N§]

Vi vil konstruere en parameterfremstilling pa formen r,(1,v) som i (22.4.25) for den givne
ellipsoide. Den skalerede kugleflade er givet ved:

r1(u,v) = (\% -sin(u) - cos(v), % -sin(u) - sin(v),cos(u)) (22-28)

og den Q-roterede skalerede kugleflade parallelforskudt til punktet (1,1,1) far derefter pa-
rameterfremstillingen:

1 (1,0) =
= (_i6 -sin(u) - cos(v) — % -cos(u) +1,
% -sin(u) - sin(v) 4+ 1, R
1

-sin(u) - cos(v) — 1. cos(u) +1)

V6 V2

Konstruktionen er antydet i figur 22.10.
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Figure 22.10: Konstruktion af ellipsoiden fra eksempel 22.11 ud fra data om beliggen-
hed, akser, og rotationsmatrix.

lll Eksempel 22.12  Ellipsoidedata

Den konstruerede ellipsoide i eksempel 22.11 er 0-niveaufladen for andengradspolynomiet
med folgende data:

f(x/ylz):2'x2+2'y2+2'22—2-x—4-y—2-2_2.x.z+3

Vixyz)=4-x—2-z2—-2,4-y—4,-2-x+4-2-2)

1
E-Hf(x,y,z) =

0
0l . (22-30)
1 ]

0 1 0

—V2/2 0 —v2/2
{ V2/2 0 —ﬁ/zl

fEy2)=3-P4+2 P+ —4-7+2-V2-24+3
2
=3-2+2- (- 17+ (2+v2) -1
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Den andengradsligning som giver niveaufladen /Cy(f) er derfor givet ved ligningen:

N2 _ 2
(’f) +<yj1> r(Eev2) =1, (22-31)

V3 V2
. . 1 _ 1 o ~
hvorfra vi afleeser de ovenfor givne halvakser a2 = Vel b = 75 08 C = 1 samt centerko
ordinaterne ,(C) = (0,1, —/2) som via substitutionsmatricen Q svarer til koordinaterne

¢(C) = (1,1,1) med hensyn til standard-basis e.
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22.5 Opsummering

Hovedresultatet i denne eNote er en identifikation — via en reekke konkrete eksempler
— af de mulige niveaukurver og -flader for andengradspolynomier i to og tre variable.
Metoden er reduktionsmetoden for kvadratiske former og andengradspolynomier, som
er indfert i eNote 18. Baseret pa samme metode angives en strategi til parametrisering
og preesentation af de enkelte niveauflader for funktioner af tre variable.
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