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|l eNote 19

Funktioner af to variable

I denne og i de efterfolgende eNoter vil vi udvide funktionsbegrebet til at omfatte reelle
funktioner af flere variable; vi starter udvidelsen med 2 variable, sd vi vil i denne eNote definere
veerdimaengder, kontinuitet, 0g differentiabilitet af funktioner f(x,y) af to variable, her x 0g y.
Ligesom for funktioner af én variabel vil vi bruge epsilon-funktions-begrebet (nu ligeledes af to
variable) til formilet.

19.1 Definitionsmaengder

Ved beskrivelsen af en reel funktion f(x, y) af to variable anfores dels de punkter (x,y),
i (x,y)-planen hvor funktionen er defineret, og dels de veaerdier, som kan fds ved at
benytte funktionen pa defintionsmeengden. Definitionsmaengden kalder vi Dm(f) og
vaerdimangden kalder vi Vm(f). Det er iseer definitionsmeengderne vi vil fokusere pa
her.

Som noget nyt i forhold til funktioner af én variabel er definitionsmengderne i planen
generelt ikke sd simple som intervallerne pa den reelle talakse.

|l Eksempel 19.1 Definitionsmaengde for en funktion af to variable

Lad os se pa en funktion f(x,y) af to variable:

flxy) =In(4/5—x2—y?) . (19-1)
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For hvilke punkter (x,y) i R? er denne funktion defineret? Vi har f.eks. at f(0,0) = In(1/5),
f(2,0) = f(0,2) =0, f(1,0) = f(0,1) = In(2), og faktisk er f(cos(t),sin(t)) = In(2) for
alle t, men f(3,7) er ikke defineret for denne funktion. Ved inspektion af funktionen ses
det, at definitionsmeengden for f(x,y) bestar preecis af de punkter, der ligger helt inde i den
cirkelskive, der har centrum i (0,0) og radius v/5:

Dm(f)z{(x,y)e]Rz‘x2+y2<5} ) (19-2)
Leeg meerke til, at cirkel-randen af cirkelskiven ikke er med i definitionsmaengden.
Vi vil nu indfere nogle vigtige begreber til beskrivelse af definitionsmaengder og i ovrigt

generelt til beskrivelse af vilkarlige delmengder af (x, y)-planen som kan vere gode at
benytte sig af, ndr man f.eks. skal tegne eller skitsere meengderne:

19.1.1 Abne og afsluttede maengder i planen

|| Definition 19.2 Abne mangder i planen

En delmeengde eller et omrade M i planen kaldes en dben mangde hvis ethvert
punkt (xo,yo) i meengden er centrum for en eller anden (gerne meget lille) cirkel-
skive, som selv er helt indeholdt i M.

lll Eksempel 19.3 En cirkelskive

Mangden Dm = {(x,y) €R?|x2+y?> <5} er en aben mangde. Men mangden
{(x,y) € R? ‘ x? +y* <5} er ikke en dben maengde.
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lll Definition 19.4 Randen af en maengde i planen, indre og ydre

Randen af et omrdde M i planen bestar af de punkter (xg,yo) i planen som har
folgende egenskab: Enhver cirkelskive med centrum i (xp,1p) indeholder bade
punkter som tilherer M og punkter som ikke tilherer M. Bemeerk, randpunkterne
for M ikke selv behover at veere med i meengden M. Maengden af randpunkter for
M betegnes med oM.

Det indre af et omrdde M er alle de punkter i M, som ikke ligger pd randen af M.
Det indre af M betegnes med M.

Det ydre af et omrdde M i planen er alle de punkter i planen som ikke tilhgrer
hverken M eller oM.

|l Eksempel 19.5 Randen af en aben cirkelskive

Meaengden Dm = { (x,y) € R? | x> + y* <5 } har randen:

0Dm={(x,y) eR® | x> +y*=5} . (19-3)

Il Definition 19.6  Afslutningen af en maengde i planen

Hvis en meengde M tilfojes sine randpunkter oM fés afslutningen af meengden som
betegnes med:
M=MUM . (19-4)

Hyvis randpunkterne allerede er med i maengden M fds ikke derved nogen udvidelse
af M. Mengden M kaldes afsluttet hvis M = M.

|l Eksempel 19.7 Figurativt om abne og afsluttede maengder

Meangden A i figur 19.1 er hverken dben eller afsluttet (der er nogle punkter pa randen, som
selv er med i meengden og der er andre punkter pa randen som ikke er med i maengden.
Tegne-forskriften er folgende: Punkter, der er med i meengden er gronne eller ligger pa et
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fuldt optrukket stykke af randen; punkter, der ikke er med i meengden er ikke farvede eller
(hvis de er en del af randen) markerede med rede cirkler. Maengden B i figur 19.1 er en dben
meengde. Maengden C i figur 19.1 er en afsluttet meengde.

Figure 19.1: Omréder i planen. Maengden A er hverken dben eller afsluttet, B er en dben
meengde, og C er en afsluttet maengde.

Figure 19.2: Afslutningerne A, B, og C af omraderne A, B, og C fra figur 19.1.

19.1.2 Stjerneformede maengder i planen
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Il Definition 19.8  Stjerneformede omrader

Hvis ethvert punkt (x,y) i en meengde M i planen kan ses’ fra et punkt (xo, o) i
meengden sddan at hele syns-linjestykket fra og med (xo, yo) til og med (x,y) er in-
deholdt i meengden, sa siges M at veere stjerneformet ud fra stjernepunktet (xg,yo).
Med andre ord: Ethvert punkt (x,y) i meengden kan forbindes med stjernepunktet
med et linjestykke, der helt er indeholdt i meengden. Se figur 19.3.

lll Opgave 19.9 Stjerneform og dobbelt-stjerneform

Hyvilke punkter i den meengde der er vist til venstre figur 19.3 kan bruges som stjernepunkter
for meengden? Er meengden af samtlige mulige stjernepunkter afsluttet eller dben? I hvilken
forstand ville man kunne sige, at figuren til hejre i 19.3 er dobbelt-stjerneformet?

Figure 19.3: Meengden til venstre er stjerneformet. Mangden til hojre er ikke stjerne-
formet.

19.1.3 Begraensede meaengder i planen
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Il Definition 19.10 Begreensede maengder

En meengde M iplanen siges at veere begraenset hvis den er heltindeholdtien (gerne
meget stor) cirkelskive med centrum i (0,0).

lll Eksempel 19.11

De tre meengder A, B, og C i figur 19.1 er tydeligvis begraensede — de er helt indeholdt i den
cirkelskive som har centrum i (0,0) og radius 100. Den mengde af punkter, der udgeres af
punkterne pa x-aksen er ikke begraenset.

19.1.4 Udvidelser af definitionsmaengden til hele R?

Ligesom vi kan udvide definitionsmangder for funktioner af én variabel, kan vi gore
preecis det samme for funktioner f(x,y) af to variable:

|l Definition 19.12  Udvidelse af definitionsmangden

Givet funktionen f(x,y) med definitionsmeengde Dm(f), s& definerer vi 0-

~

udvidelsen f(x,y) af f(x,y) pé felgende made:

o _ [ flxyy), for (x,y) € Dm(f)
flxy) = { 0, for <x,i) € R2\ Dmi(f) (19-5)

19.2 Grafer for funktioner af to variable

Med henblik pa at illustrere funktioner af to variable tegner vi dem i rummet — vi
plotter den punktmengde, der fremkommer ved at konstruere grafernei { O, x,y,z }-

koordinatsystemet:
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Il Definition 19.13  Grafer for funktioner af to variable

Lad f(x,y) veere en funktion af to variable med definitionsmaengden Dm(f). S& er
grafen for en funktion af to variable givet ved:

z=f(x,y) , hvor (x,y)€Dm(f) . (19-6)

Grafen bestar altsa af den punktmeengde i rummet som vi ogsa kan beskrive pa
folgende made:

G(f) ={(xy.f(xy) | (xy) € Dm(f)} . (19-7)

Hvert enkelt punkt pé grafen fremkommer pé folgende méde: Fra punktet (x,y,0)
i (x,y)-planen gar vi hejden (med fortegn) f(x,y) lodret op (eller ned) fra den
(vandrette) (x, y)-plan og markere graf-punktet (x,y, f(x,y) i den hejde som funk-
tionsveerdien f(x,y) foreskriver — lige over (eller under) punktet (x,y,0).

19.3 Niveau-mangder og hgjdesnit

I (x,y)-planen hvor funktionen f(x,y) er defineret kan vi gore noget helt andet for at
vise, hvordan funktionsveerdierne varierer fra punkt til punkt.

Il Definition 19.14  Niveau-mzngder

For en funktion f(x,y) af to variable definerer vi for ethvert reelt tal ¢ den tilherende
niveau-maengde pa folgende made:

Ke(f) = {(x,y) e Dm(f) | f(x,y) =c} . (19-8)

Meengden K, kan veere tom, hele planen, en kurve, eller hvilken som helst punkt-
meengde i planen.
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lll Eksempel 19.15 Niveaumaengder

Vi lader A betegne en vilkarlig meengde i planen og konstruerer en funktion f(x,y) i hele
planen pa felgende made:

[ 1 for(xy)ecA
fley) = { 0 for(x,y) €eR?\ A (19-9)
dvs. f er 0-udvidelsen af den funktion, som er konstant 1 pa A. S er
A forc=1
K(f)=¢ R2\A forc=0 (19-10)
%) forc #1logc#0

Ofte er niveau-maengden K dog meget mere velstruktureret og bestar typisk af en eller
flere kurver. De kurver kan med fuld ret kaldes niveau-kurver eller hojdekurver, for
de angiver jo preecis de punkter (x,y) i definitionsmeengden hvor funktionen antager
veerdien ¢ og hvor grafen for f derfor lige preecis har hejden (med fortegn) c over (x, y)-
planen. Med andre ord, hvis vi skeerer grafen for f med den vandrette plan z = c i
hojden c over (x, y)-planen, sa fas en snitkurve, hvis projektion ned i (eller op i) (x,y)-
planen netop er K., se figurerne 19.4 19.6, 19.5.

Nedenfor i afsnit 19.8.1 vil vi i ethvert punkt i definitionsmaengden for f(x, y)
definere en vektor, gradientvektoren for f(x, y), som har den serlige egenskab,
at hvis den ikke er 0 i et dbent omrdde omkring et givet punkt (xo, 1), sd er
den niveau-meengde der indeholder (xg, ) en kurve igennem punktet. Gra-
dientvektorer er dog kun veldefinerede for differentiable funktioner, sa den
egenskab ma vi derfor ferst have indfert forfunktioner af to variable.

|l Eksempel 19.16 Grafer og niveau-kurver

Folgende funktioner er alle definerede i hele (x, y)-planen.
flx,y)=—x+y+2
flxy)=1- % (*+v?) (19-11)
f(x,y) = cos(3x) - sin(3y)

Funktionernes grafer er vist i figurerne 19.4, 19.5, og 19.6 dels sammen med deres respek-
tive niveau-kurver i (x,y)-planen og dels sammen med en figur, der antyder, hvordan
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niveaukurverne i (x, y)-planen kan opfattes som projektionerne af de hejde-snit-kurver der
fremkommer ved at skeere graffladerne for funktionerne i forskellige hejder, altsa med plan-
erne z = ¢, hvor c er den konstante veerdi som den aktuelle funktion f(x, y) antager p niveau-

kurven K.. Bemezerk, at niveaumeengderne K, virkelig er kurver (eller punkter) i disse til-
feelde.

Figure 19.4: Grafen i (x,y,z)-rummet, niveaukurverne i (x,y)-planen, og
hejdesnitkurverne for funktionen f(x,y) = —x+y + 2. Leeg meerke til, at det
naturligvis ikke er hele grafen for funktionen vi kan plotte. Her er kun vist det udsnit
der horertil -1 <x <log—-1<y<1.

19.4 Epsilon-funktioner af to variable

En meget vigtig klasse af funktioner af to variable er afstandsfunktionerne. For ethvert
punkt (xo,yo) i planen definerer vi afstanden til (xg, o) pa velkendt made:
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Figure 19.5: Grafen i (x,y,z)-rummet, niveaukurverne i (x,y)-planen, og
hejdesnitkurverne for funktionen f(x,y) = 1 — 3 (x2 4+ y2).

|l Definition 19.17  Afstandsfunktioner

Afstanden fra et punkt (x, y) til et punkt (xo, yo) i (x, y)-planen betegnes med

Dette er den seedvanlige afstand mellem de to punkter (x,y) og (xo,vo) i planen —
bestemt med Pythagoras’ seetning.

Plroo) (V) =/ (X = %0)2 + (y — o) . (19-12)

-
~

B

Det er denne funktion vi vil bruge pd samme made som vi benyttede funktio-
nen (x — xg) til definitionerne af epsilon-funktioner af én variabel og til def-
inition af kontinuitet og differerentiabilitet af funktioner af én variabel. Leeg
meerke til, at p(y ) (x,y) altid er positiv eller 0; og leeg meerke til at veerdien
0 dog kun optreder for (x,y) = (xo,¥0). Funktionen p()(x,y), altsd afs-
tanden fra (x,y) til (xo,y0) = (0,0), er vist i figur 19.7. Leeg meerke til, at
niveaukurverne er aekvidistante, og at grafen er 'konisk spids’ i kontaktpunk-
tet til (x, y)-planen!

Vi er nu klar til at definere klassen af epsilonfunktioner af to variable:
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A g

Figure 19.6: Grafen i (x,y,z)-rummet, niveaukurverne i (x,y)-planen, og
hejdesnitkurverne for funktionen f(x,y) = cos(3x) - sin(3y).

||| Definition 19.18  Epsilonfunktioner af to variable

Enhver funktion ¢(x, ) som er defineret i et dbent omrade i R? indeholdende (0,0),
og som antager veerdien 0i (x,y) = (0,0), og som derudover gar imod 0 nar (x,y)
garimod (0, 0) kaldes en epsilon-funktion af (x,y). Epsilon-funktioner af to variable
er altsa karakteriserede ved egenskaberne:

€(0,00)=0 og e&(x,y) -0 for (x,y)— (0,0) . (19-13)

Den sidste betingelse betyder, at den numeriske veerdi af funktionsveerdierne (x, y)
kan gores sd lille som ensket ved blot at veelge (x,y) tilstraekkelig teet pd (0,0). Helt
preecis betyder betingelsen: For ethvert helt positivt tal k findes der et helt positivt
tal K sddan at |e(x, y)| < 1/k for alle (x,y) med p(y, 4, (%, y) < 1/K.

\ I
~

Det f@lger direkte af definitionen, at afstandsfunktionen p(y, . (x,¥) til et
punkt (xg, o) selv er en epsilonfunktion af x — xp og y — Yo.
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Figure 19.7: Grafen for afstandsfunktionen p ¢ o) (x, y) til punktet (xo,y0) = (0,0), funk-
tionens niveaukurver, og hgjdesnit-kurverne pa grafen.

19.5 Kontinuerte funktioner af to variable

Som for funktioner af én variabel definerer vi kontinuitet for funktioner af to variable
ved hjeelp af klassen af epsilonfunktioner:

Il Definition 19.19  Kontinuerte funktioner af to variable
En funktion f(x,y) er kontinuert i (xo,yo) hvis der eksisterer en epsilon-funktion

ef(x — x0,y — yo) sddan at felgende geelder i et dbent omrade der indeholder (xo, yo):

f(x/y) = f<x0/y0) + Sf(x — X0, Y — yO) . (19-14)

Hvis f(x,y) er kontinuert i alle (xo, yp) i et givet dbent omrade i Dm(f), sa siger vi,
at f(x,y) er kontinuert i hele omrédet.

Enhver epsilonfunktion af x — xo og y — yo som f.eks. p(y ..)(x,y) er derfor kontinuert
i (x0,0). Grafer og niveaukurver kan ofte afslere, om en funktion er kontinuert i et
punkt.
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Il Seetning 19.20 Inspektion af niveau-mangder

Hvis en funktion f(x, y) har to niveau-meengder K, og K., (hvor c; # cp) som begge
indeholder punkter (x,y) vilkarligt teet pa (xo,y0), sé er f(x,y) ikke kontinuert i

(x0,Y0)-

Il Bevis

Antag, at f(x,y) er kontinuert i (xo, yo). Hvis vi gar i meengden X, hen mod (xo, o) sé& skal
(pr. kontinuitet) f(xo,yo) veere c¢1. Hvis vi derimod gar i meengden K., hen mod (xo, yo) far
vi f(x0,Y0) = c2, hvilket er en modstrid, da ¢; # c».

<)/ _| To niveaukurver herende til forskellige funktionsveerdier for en funktion
Q f(x,y) kan ligge meget tet pa hinanden i (x,y)-planen — men altsd ikke
vilkarligt teet — hvis funktionen er kontinuert.

lll Eksempel 19.21  En funktion som ikke er kontinuert

~

Vi ser pa 0-udvidelsen f(x,y) af funktionen

xzy

f(x,y):m , hvor (x,y) €R?*\{(0,0)} . (19-15)
Det vil sige:
s EE for (x,y) # (0,0) ]
flxy) = { 5 +y for (x.9) = (0,0) (19-16)

Funktionen kan inspiceres i figur 19.8. Ved den inspektion bemeerkes, at niveaukurverne
'ligner parabler’ igennem (0, 0). Vi vil teste den hypotese, at det faktisk er parabler: Hvis vi
seetter y = ¢ x? (parabelligning) far vi felgende udregninger:

flay) = f(x,cx?)

x2cx?

x* 4 (cx2)?

o (19-17)
(14 c2)x*
o
142

4
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alle parablerne gar igennem (0,0) folger det af seetning 19.20 at funktionen f(x,y) ikke er

hvilket netop betyder, at parablerne y = ¢ x? er (indeholdt i) niveau-maengden K. /(1+c2)- Da
kontinuert i (0,0).

Figure 19.8: Grafen i rummet og niveaukurve-forlgbet i planen for funktionen i eksem-
pel 19.21.

lll Opgave 19.22

Vis, at 0-udvidelsen f(x,v) af folgende funktion ikke er kontinuert i (0,0):

X

foy) = a0 i (19-18)

lll Eksempel 19.23  Fgrste-grads-polynomier er kontinuerte

Vivil vise, at f(x,y) = ax + By + v er kontinuert i (xo, yo). Det folger direkte af, at

f(x,y) — f(x0,y0) = a(x —x0) + By —yo) = 0 for (x,y) — (x0,%0)) (19-19)
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saddan at
f(x,y) = f(xo0,y0) + €7 (x — x0,¥ — ¥o) (19-20)

med epsilonfunktionen ef(x — xo,¥ — ¥0) = a(x — x0) + B(y — yo). Overvej hvorfor dette er
en epsilonfunktion.

lll Opgave 19.24

Vis, at felgende anden-grads polynomium er kontinuert i (0,0):

flry)=x+y* . (19-21)

ll Opgave 19.25

Vis, at 0-udvidelsen af felgende funktion er kontinuerti (0,0):

2
_ Xy i
fy) =2 7z (19-22)

lll Eksempel 19.26 Kvadratroden af afstandsfunktionen

Funktionen f(x,y) = y/0(x,y) (X, y) er —ligesom py, ) (x, ¥) selv — en epsilonfunktion og er
derfor kontinuert i (x, yo). Se figur 19.9.

19.6 Differentiable funktioner af to variable

Langt de fleste af de funktioner vi betragter i Matematik 1 er differentiable i deres def-
initionsomrdder og af den grund ogséd kontinuerte, som vi skal se nedenfor — jeevnfer
tilsvarende for funktioner af én variabel.

Differentiabilitet defineres som for funktioner af én variabel, men her igen ved brug af
de indferte epsilonfunktioner af to variable:
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O

S ST

Ay T “

S
Ay

Figure 19.9: Grafen, niveau-kurverne, og hgjdesnitkurverne for kvadratroden af afs-

tandsfunktionen til punktet (xo,y0) = (=1,1) : f(x,y) = \/P(xoy0) (X Y) -

||| Definition 19.27  Differentiabilitet og partielle afledede

En funktion f(x,y) er differentiabel i (xo, yo) € Dm(f) hvis der findes to konstanter
a og b og en epsilon-funktion e ¢(x — xo,y — o) sddan at

f(x,y) =f(x0,y0) +a-(x —x0) +b- (¥ — yo)

(19-23)
+ O (xo0) (X ¥) - €5(x — X0,y — Yo)

Det er de to konstanter a og b vi herefter (nar de findes, altsa nar f(x,y) er differen-
tiabel) kalder de partielle afledede af f i (xo,yo). De betegnes henholdsvis:

a= fy(xo,y0) og b= fy(x0 ¥0) (19-24)
Med denne notation geelder altsa — nér f(x,y) er differentiabel i (xo, yo):

f(x,y) =£(x0,y0) + fx(x0,40) - (x —x0) + fy(x0, Y0) - (¥ — o)

(19-25)
+ O(xo0) (X Y) - €5 (x — X0,y — Yo)
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Il Definition 19.28  Partielle afledede af partielle afledede

Hvis f(x,y) er differentiabel i alle punkter (xo, yo) i et givet dbent omrade i Dm(f) C
IR? siger vi, at f(x,y) er differentiabel i hele omradet. Vi skriver sa ofte de partielle
afledede af f(x,y) pa felgende méde, idet de jo dermed selv er funktioner af de to
variable (xo,Yo):

d of d of
/ — — 7 / = — = . 1 '2
fe(xy) = 52 fmy) = 50 (xy) g fylwy) = gof(xy) = 5.(xy) . (1926)
Hvis disse partielle afledede af f(x,y) selv er differentiable, kan vi fortseette og finde
de tilherende partielle afledede af de partielle afledede, etc. De benaevnes pa fol-

gende mdde:

1 Jd s

1Y) = o finy) = oL (xy)

1! a !/ az

() = 5 fil ) = 5 (y) .
() = 2 ) = 2Ly o
yr ox’ Y dxdy

1! a !/ az
Fil9) = 5LARY) = 5=(9)

Hvordan finder vi sa konkret de partielle afledede af en given funktion f(x,y), f.eks.
f(x,y) = x -sin(y)? Det er ikke sveert:
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| Seetning 19.29  Hjeelpefunktioner giver partielle afledede

De partielle afledede af en funktion f(x,y), der er differentiabel i (xo, yo) kan findes
ved seedvanlig differentiation af to funktioner af én variabel. Seet

f(x) = f(xyo)
f2(y) = f(xo,y)
Sa er funktionerne f1(x) og f2(y) to funktioner af hver én variabel, henholdsvis x og

y, og de er begge differentiable i henholdsvis xg og v, og differentialkvotienterne er
netop de partielle afledede:

fr(x0,y0) = fi(x0) og fy(x0,%0) = f2(yo) (19-29)

Med andre ord: Ved at indfere de to hjeelpefunktioner af én variabel, f1(x) og f2(y),
fas de partielle afledede af f(x,y) ved at finde de seedvanlige differentialkvotienter
af f1(x) og f2(y) i henholdsvis x¢ og yo.

(19-28)

|l Bevis

Hyvis vi seetter y = y( overalt i ligning (19.6.25) far vi:

fi(x) = f(x,y0) =f1(x0) + fx(x0,y0) - (x — x0)

(19-30)
+ 0 (xo,50) (¥, Y0) - €5(x — x0,0)

sadan at koefficienten til faktoren (x — x¢) lige preecis er f1(xo,yo). Vi afleser altsd for det
forste, at f1(x) er differentiabel i xy og for det andet, at f{(x0) = f1(x0,10). Og det var den
ene halvdel af det vi skulle vise; den anden halvdel - vedrerende f;(yo) = f,(xo0,¥0) - fas pa
helt tilsvarende made.

lll Eksempel 19.30 Bestemmelse af partielle afledede

Vi vil bestemme de partielle afledede af funktionen f(x,y) = 3x2 +7y® + 10xy’ i ethvert
punkt (xo,y0) i R2. Vi opstiller forst de to hjeelpefunktioner fi(x) = f(x,y0) og fa(y) =
f(xo,y):

filx) =3x*+7y5+10xy]

19-31
f2(y) :3x3+7y3+10x0y7 ( )
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De to hjeelpefunktioner har differentialkvotienterne henholdsvis:

fi(x) =6x+0-+10yj daypjo er en konstant her,

, ) 6 (19-32)
fo(y) =0+21y"+70xy° da xg er en konstant
Heraf far vi dernzest hjeelpefunktionernes differentialkvotienter i xop henholdsvis yp:
fi(xo) = 6x0+ 10y = fr(x0,40) (19-33)
f2(yo) = 215 + 70 x0 4§ = f; (%0, yo)
Heraf fas generelt, det vil sige for alle (x,y) i R?:
L(x,y) =6x+10y’
fx(xy) y (19-34)

fy(x,y) =21y +70x y°

lll Opgave 19.31

Vis (pa samme méade som for differentiable funktioner af én variabel), at hvis f(x,y) er dif-
ferentiabel i (xo, o), sd er de to konstanter a og b, altsa konstanterne f(xo,y0) 0g f,(xo0,40),
veldefinerede i folgende forstand: Der findes ikke to forskellige par af konstanter a;,b; og
a2, by og to epsilonfunktioner £ og > sddan at der samtidig geelder:

f(x,y) =f(x0,y0) +a1- (x —xo0) + b1+ (y — ¥o)
+ p(xg,yo) (X, y) € (x — X0, Y — yO)
(19-35)

f(x,y) =f(x0,y0) + a2 (x —x0) + b2 (y — yo)
+ O (x0,10) (X, y) ’ 82(x — X0, Y — yO)

lll Opgave 19.32

Bestem samtlige partielle afledede af de partielle afledede i ethvert punkt (x,y) for funktio-
nen f(x,y) =3x2+7y> +10xy’.

lll Opgave 19.33

Bestem samtlige partielle afledede af de partielle afledede i ethvert punkt (x,y) for funktio-
nen f(x,y) = cos(3x) - sin(3y).
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Den opmerksomme opgaveloser vil have observeret (f.eks. i opgaverne ovenfor) at
w(x,y) og fyi(x,y) typisk er ens! Det er ikke nogen tilfeeldighed, det geelder seedvan-
ligvis at man kan ngjes med at beregne den ene af de to dobbeltafledede:

Il Seetning 19.34 De blandede dobbeltafledede er ens

Hvis alle de 4 dobbelt afledede af en given funktion f(x,y) er kontinuerte i et abent
omrade, sd geelder i hele omradet:

w(0y) = fye(xy) (19-36)

lll Opgave 19.35

Vis (pa samme mdde som for funktioner af én variabel) at: Hvis en funktion f(x,y) af to
variable er differentiabel i et punkt (xp, o), s& er funktionen ogséd kontinuert i dette punkt.
Vis ogsé med et eksempel, at hvis en funktion er kontinuert i (xo, o), sd behever den ikke at
veere differentiabel i (xo, o). Se f.eks. pa p(x; o) (¥, ¥)-

Den opmerksomme vil ogsa have noteret, at vi mangler en overvejelse: Hvis f(x,y) er
differentiabel i et punkt (xo, yo), sa findes de partielle afledede i konsekvens af differen-
tiabiliteten og de kan bestemmes ved hjeelp af de differentiable hjelpefunktioner f;(x)
og f2(y). Man kan nu med god grund sperge: Hvis de to hjelpefunktioner findes for
en given funktion f(x,y), og det viser sig, at de er differentiable i henholdsvis x( og yo,
betyder det s, at f(x,y) er differentiabel i (xo, y0)?

Folgende saetning kaster lys over dette sporgsmal:

Il Seetning 19.36 Fra partielle afledede til differentiabilitet

Hvis f(x,y) har partielle afledede (fundet via hjeelpefunktionerne f1(x) og f2(y))iet
abent omrade A indeholdende (xg, o), og hvis de partielle afledede af f(x,y) begge
er kontinuerte i A, sé er f(x,y) differerentiabel.

At der nedvendigvis ma vere en ekstra betingelse i seetning 19.36 folger af eksemplet
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her:

lll Eksempel 19.37 Differentiable hjelpefunktioner er ikke nok

Vi ser pa 0-udvidelsen af folgende funktion:

Xyz

f(x,y)

Den funktion er ikke differentiabel i (0,0) — den er nemlig ikke engang kontinuert i (0,0) (!)
(Hvorfor ikke?) Ikke desto mindre findes de to hjeelpefunktioner

fi(x) = f(x,0)=0
fy)=f0Oy)=0 ,

og som det ses, er de begge to seerdeles differentiable i (0,0). Selv om hjeelpefunktionerne er

(19-38)

differentiable behover den aktuelle funktion selv ikke at veere differentiabel.

19.7 Det approksimerende forste-grads-polynomium

Som for funktioner af én variabel kan vi trunkere udtrykket i ligning (19.6.25) ved sim-
pelthen at fjerne “epsilon-funktions-delen” hvorved vi star tilbage med et forstegrads-
polynomium i de to variable x og y:

Py (xo0) (X ¥) = f(x0,y0) + fr(x0,v0) - (x — x0) + fy(x0,y0) - (v —yo) - (19-39)

Funktionen Py (, ..\ (*, y) kaldes det approksimerende ferste-gradspolynomium for f(x, y)
med udviklingspunkt (xg, yo).

Laeg meerke til, at Py ) (x,y) virkelig er et forste-grads-polynomium i de to variable
x og y fordi de hojst optraeder med potensen 1 og alle andre faktorer og addender er
konstanter.

lll Eksempel 19.38 Paraboloide med tangentplan

Vi ser pa funktionen
1
flry)=1-7x* =2y . (19-40)
Sé er
f)lc(xOIyO) = —X0

19-41
fy(x0,y0) = —v0 (1740
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saddan at

Py (30,90 (%, ¥) = f(x0,y0) — X0 - (x — x0) — Yo - (¥ — ¥o)

1 1
=1-xd— sy —x xo+ -y yo+13 (19-42)

1, 1
=145+ Y5 =% X0~ Y- Yo

Specielt far vi med udviklingspunktet (xo, o) = (1, —1):

P, (v y)=y—x+2 . (19-43)

Se figur 19.10, hvor grafen for dette approksimerende forste-gradspolynomium for f(x,y)
er plottet sammen med grafen for funktionen selv. Hojde-snit-kurverne og niveau-kurverne
er ligeledes gengivet for begge funktionerne. I og omkring det markerede udviklingspunkt

er funktionerne meget ens - grafen for det approksimerende forstegrads-polynomium med
udviklingspunkt (xg, o) fortjener helt klart at blive kaldt tangentplanen til grafen for f(x,y)
i punktet (xo, Yo, f (X0, Yo)-

lll Definition 19.39

Givet en differentiabel funktion f(x,y). Tangentplanen til grafen for f(x,y) i punk-
tet (xo, Yo, f (X0, Y0)) er givet ved ligningen:

hvor hejresiden er det approksimerende polynomium af ferste grad for f(x,y) med
udviklingspunkt (xo, yo).

Tangentplan til grafen for en funktion af to variable

z= Pl,(xo,yo) (x/ y) s (19-44)

lll Opgave 19.40

Bestem det approksimerende forste-grads-polynomium for felgende funktion i ethvert punkt

(x0,Y0):

f(x,y) = cos(3x) -sin(3y) . (19-45)
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- &

Figure 19.10: Tangentplanen approksimerer grafen over udviklingspunktet og
niveaulinjerne for det approksimerende forstegradspolynomium approksimerer
niveaulinjerne for funktionen omkring udviklingspunktet i (x, y)-planen

19.8 Partielle afledede af sammensatte funktioner

Sammensatte funktioner af to variable optreeder i rigtig mange anvendelser, lige fra GPS
teknologi til geologi og termodynamik.

En sammensat funktion af to variable fas typisk saledes: Lad f(x, y) veere en funktion af
to variable, hvor (x,y) € Dm(f) C R? oglad p(u,v) og q(u,v) veere to andre funktioner
af to variable, hvor vi sa antager, at (1,0) € Dm(p) N Dm(q) C R? Antager vi nu
yderligere, at (u,v) tilhorer et omrade A i R? sddan at der geelder, at vaerdierne af p(u,v)
og q(u,v) ligger i definitionsmeengden for f(x,y) i den forstand, at (p(u,v),q(u,v)) €
Dm(f) for (u,v) € A, sd er den sammensatte funktion

h(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) veldefineret for alle (x,y) € A . (19-46)

Vi vil seedvanligvis kun se pa sammensatte funktioner som er definerede i hele planen,
sddan at A = R?.
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lll Eksempel 19.41 Sammensatte funktioner af to variable

Lad f(x,y), p(u,v), og q(u,v) veere bestemt ved de angivne funktioner nedenfor. Sa fas de
tilsvarende sammensatte funktioner h(u, v) ved at seette x = p(u,v), y = q(u,v), og h(u,v) =
f(x,y) = f(p(u,v),q(u,v)) i de respektive definitions-omréader (de anferes ikke her):

f,y)=x+y , puo)=2u-v , quv)=u?>+0> , h(u,v) = (u+0)?
fx,y)=y-¢* , puv)=Imn(uv) , q(u,v)=1/uv , h(u,v)=1
flx,y)=vx+y , p(uo)=u* , q(u,0) =8ut , h(u,v) =3-u?

(19-47)

I Seetning 19.42 Kaedereglen i planen

Lad f(x,y), p(u,v), og q(u,v) veere tre differentiable funktioner - hver af to variable.
Lad h(u,v) betegne den sammensatte funktion

h(u,0) = f(p(u,0),q(u,0)) . (19-48)

Sa kan de partielle afledede af (1, v) udtrykkes ved hjeelp af dels de partielle afled-
ede af f(x,y), dels de partielle afledede af p(u,v), og dels de partielle afledede
af q(u,v). Vi vil udtrykke de partielle afledede af h(u,v) i (19, vp) sd vi seetter
xo = p(uo, vo) 0g Yo = q(uo, v0)-

S4 har vi:

hi, (10, v0) = fx(x0,Y0) - pu(to,v0) + fy(x0,Yo) - 9 (140, v0)

(19-49)
Hy (0, v0) = fx(x0,y0) - P4 (1o, v0) + fy (%0, Yo) - 9o (10, o)

|l Bevis

Resultatet folger efter preecis samme opskrift som beviset for differentiation af den sammen-
satte funktion f(g(x)) af én variabel — der er bare lidt flere konstanter og funktioner at holde
styr pa.
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lll Opgave 19.43

Bestem de partielle afledede i ethvert punkt (u,v) for hver af de sammensatte funktioner
nedenfor — dels ved at beregne dem direkte ud fra det givne eksplicitte udtryk for h(u, v) og
dels ved at benytte keedereglen og de parteille afledede af ingredienserne i h1(u,v), altsd de
partielle afledede af f(x,y), p(u,v) og q(u,v).

fx,y)=x+y , puv)=2u-v , quv)=u?>+9> , h(u,v)=(u+0)?
flx,y) =y-e* , p(u,v) =In(uv) , q(u,v)=1/uv , h(u,v)=1
flx,y)=+vx+y , puo)=u* , q(u,0) =8ut , h(u,v) =3-u?

(19-50)

Laeg meerke til, at hver af de partielle afledede af den sammensatte
funktion h(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) i et punkt (ug,vo) effektivt kan
udtrykkes ved prikprodukter hvori indgar en feelles faktor, nemlig vektoren

‘Q B (falc(x()ryo) , fy'(xo,l/o)) hvor xo = p(uo, vo) 08 Yo = (1o, vo):

-
~

hy, (uo, vo) = (ffc(xo,yo), f;(xo,yo)> * (Pu(uo,00), q,,(1o, v0))
h;(uOIUO) = <fylc(x0/y0)/ fé(x()/y())) : (p;)<u0100)/ q;)(uOIUO))

19.8.1 Gradientvektorer



eNote 19 |||| 19.8 PARTIELLE AFLEDEDE AF SAMMENSATTE FUNKTIONER 26

Il Definition 19.44  Gradientvektor

Lad f(x,y) betegne en differentiabel funktion af to variable. De partielle afledede af
f(x,y) iet punkt (xg,yo) definerer gradientvektoren for f(x,y) i (xo,yo) pa felgende
made:

V f(x0,y0) = (ffc(xo,yo)/ fﬁ(xo/yo)> : (19-51)

P& denne made fér vi altsd defineret en ganske bestemt vektor i ethvert punkt, hvor
f(x,y) er differentiabel:

Vixy) = (flxy), filxy) - (19-52)

Hvis vi for ethvert fodpunkt (xo, yo) afseetter gradientvektoren V f(xo, yo) for f(x,y) ud
fra det fodpunkt i planen R? far vi konstrueret gradientvektorfeltet for f(x,vy).

lll Opgave 19.45

Bestem gradientvektorfeltet i ethvert punkt (x,y) for hver af folgende funktioner i deres re-
spektive definitionsmangder: f(x,y) = x +y, f(x,y) =y -e*, 08 f(x,y) = 0%, 4, (X, ¥)-

Ved hjeelp af gradientvektorfeltet V f(x,y) for f(x,y) kan vi nu formulere de partielle
afledede af den sammensatte funktion h(u,v) = f(p(u,v),q(u,v)) lidt smartere:

lll Seetning 19.46 Kaedereglen udtrykt med gradienten af f(x,y)

Lad f(x,y), p(u,v), og q(u,v) veere tre differentiable funktioner - hver af to variable.
Lad h(u,v) betegne den sammensatte funktion

h(u,0) = f(p(u,0),q(u,0)) . (19-53)

Sa kan de partielle afledede af h(ug, vp) med hensyn til henholdsvis u og v i (1, Vo)
udtrykkes ved gradienten af f(x,y) i (xo,y0) = (p(uo,v0),q(1o,vo) ):

Iy, (1o, v0) = V f(x0,¥0) * (pu (0, v0), 4, (10, v0))

19-54
hy (10, v0) = V f(x0,Y0) * (po (10, v0), 45 (10, v0) ) : )
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19.8.2 Kaedereglen 'langs’ kurver i planen

Hvis funktionerne p(u,v) og q(u, v) kun afhaenger af den ene variable u kan vi selvfol-
gelig betegne funktionerne med henholdsvis p(u) og g(u). Den sammensattte funktion
h(u) = f(p(u),q(u)) —hvor f(x,y) er en givet differerentiabel funktion i planen — an-
giver sa de funktionsveerdier, som f(x,y) antager langs den kurve i planen, som er givet
ved de to funktioner p(u) og q(u):

Il Definition 19.47  Parametriserede kurver i planen

En kurve i planen bestar af en punktmeengde C i planen, som vi vil antage er givet
ved to funktioner p(u) og q(u) pa felgende méde:

C: : r(u)=(p(u),q(u)) hvor ucla,p[CR . (19-55)

Det vil sige, at kurven er en parametriseret punktmeaengde med stedvektorerne r(u)
og parameteren u i et givet interval. Kurven er differentiabel hvis de to funktioner
p(u) og q(u) begge er differentiable i hele intervallet |a, B].

Den parametriserede kurve siges at veere reguleer, hvis r'(u) # 0 for alle u € |a, .

lll Seetning 19.48 Tangent til kurve

Lad C; betegne en differentiabel kurve med parameterfremstillingen r(1) og antag at
r' (1) # (0,0). Tangenten L,, (igennem punktet r(1)) til C; er s& givet ved folgende
parameterfremstilling:

Ly T(t) = r(ug) +t-r(ug) hvor teR . (19-56)

0
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|l Bevis

Vi nejes med at se pa det tilfeelde hvor p(u) er meget elementeer: p(u) = u. Sa er C, sim-
pelthen grafen for funktionen g(x) i (x, y)-planen. Grafen for den funktion har en tangent i
punktet (xo,g(xo), som er givet ved ved det velkendte udtryk: v = g(xo) + ¢’ (x0) (x — xp). En
parameterfremstilling for den tangent er derfor:

T(t) = (x0,9(x0)) + ¢ (1q (x0))
— (pluo), q(u)) + ¢ - (p'(10), ¢ () (fordix = p(u) =u  (19-57)

(Mo) +t- r’(uo) ,

og det var det, vi skulle indse.

Vi kan nu undersege hvordan keedereglen ser ud og simplificeres langs parametriserede
kurver — vi skal blot ‘bruge” den generelle keederegel pa de to v-uatheengige funktioner

p(u) og q(u):

Il Seetning 19.49 Kzedereglen langs kurver

Lad r(u) = (p(u),q(u)) veere en differentiabel parametriseret kurve i (x, y)-planen.
En differentiabel funktion f(x,y) antager sa veerdierne h(u) = f(p(u),q(u)) =
f(r(u)) langs kurven. Den sammensatte funktion /(u) af den ene variabel u er dif-
ferentiabel, og

W (u) =V f(p(u),q()-(p'(u),q' () = Vf(x(u)) -¥'(u) . (19-58)

Il Bevis

Resultatet folger direkte af den everste ligning i (19.8.54). Bemeerk, at funktionerne h(u),
p(u), og q(u) jo ikke aftheenger af v, sddan at den nederste ligning i (19.8.54) reducerer til
0.
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Motiveret af dette simple udtryk for den afledede af funktionen f(x, y) langs en parametris-
eret kurve r(u) indferer vi den retningsafledede af funktionen i den retning fra et givet
punkt (xg, o) som er givet ved en enhedsvektor e:

Il Definition 19.50 Retningsafledede

Den retningsafledede af f(x,y) i punktet (xo,y9) i retningen med enhedsret-
ningsvektor e betegnes med f'((xo, yo); e) og er givet ved prikproduktet:

f'((x0,v0);€) = Vf(x0,%0)-€ - (19-59)

Kaedereglen langs kurver kan nu formuleres ved hjelp af den retningsafledede:

Il Seetning 19.51 Kzederegel langs kurver udtrykt ved retningsafledede

Funktionen f(x,y) antager veerdierne h(u) = f(p(u),q(u)) = f(r(u)) langs r(u).
Hvis r(u) er en reguleer parameterfremstilling for kurven far vi differentialkvotien-
ten af h(u):

W (u) =V f(p(u),q(w)-(p'(w),q' (u)) = f'((xo,y0)ie) - [ (w)] . (19-60)

V! _ | Leeg meerke til, at den afledede af den sammensatte funktion h(u) = f(r(u)) i
Q et punkt pa kurven r(u) kun afhaenger af tangentvektoren til kurven i punktet
— 1 (u) er uaftheengig af ‘resten’ af kurven.

lll Eksempel 19.52 Retningsafledede

Funktionen f(x,y) = 2x% + 3y har de partielle afledede

filxy)=4x , fylxy)=6y , (19-61)

og derfor gradientvektorfeltet
Vf(x,y)=(4x, 6y) (19-62)

Den retningsafledede af f(x,y) i punktet (xo,0) = (1,1) i retningen bestemt ved e(f) =



eNote 19 |||| 19.8 PARTIELLE AFLEDEDE AF SAMMENSATTE FUNKTIONER 30

(cos(0),sin(0)), hvor 6 € [0, 27| er derfor:

F((1,1); (cos(8),sin(0))) = 4cos(8) + 6sin(6) . (19-63)

19.8.3 Kaedereglen ’langs’ niveau-kurver for en funktion

En kurve (p(u),q(u)) som er niveaukurve for en funktion f(x,y) giver anledning til en
seerlig simpel — og meget vigtig — version af keedereglen:

Il Seetning 19.53 Kaedereglen langs niveaukurver
Lad r(u) = (p(u),q(u)) veere en parametriseret kurve i (x, y)-planen. Antag, at kur-
ven er en niveau-kurve for f(x,y), dvs. f(x,y) er en konstant ¢ langs hele kurven,

f(p(u),q(u)) =c foralleu . (19-64)

Sé er

Vi(r(u))r'(u)=0 . (19-65)

Med andre ord: Gradienten for en funktion f(x,y) er i ethvert punkt hvor den ikke
er 0 vinkelret pa den niveau-kurve for f(x,y) som gar igennem punktet:

Vi(r(u)) L) . (19-66)

|l Bevis

q(u)) = c har tydeligvis h'(u) = 0 og da seetning 19.49 giver

Funktionen h(u) = f(p(u),
"(u),q'(u)) fas resultatet.

W (u) = ¥ F(p(u), q(i0))-(p
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td
~

Laeg meerke til, at seetning 19.53 mere end antyder en anden seetning, som vi
dog ikke vil vise her: Hvis en differentiabel funktion f(x,y) har et egentligt
gradientvektorfelt — dvs. hvis V f(x,y) # (0,0) for alle (x,y) i et givet dbent
omrade A i definitionsmeaengden — sa bestér alle niveau-maengderne for f(x, y)
i A af paene kurver, dvs. de kan parametriseres med differentiable vektorfunk-
tioner r(u#) som ovenfor.
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19.9 Opsummering

Funktioner af to variable er behandlet i denne eNote efter samme ‘skema’” som funk-
tioner af én variabel: Definitionsmaengderne er her delmeengder af planen og giver
derfor anledning til nye begreber og deskriptorer, som kan bruges til beskrivelse af
generelle maengder i planen. Vi har indfert og illustreret begreberne: Abne, afsluttede,
begraensede, og stjerneformede maengder samt defineret det indre af en meengde og det
ydre af en meengde. Grafer og niveau-meengder for en funktion er vigtige hjeelpemi-
dler til at forstd hvordan funktionsveerdierne f(x,y) ‘opferer sig’ i athaengighed af hvor
punktet (x, y) befinder sig i definitionsmeengden. Kontinuitet og differentiabilitet (eller
mangel pd samme) for en funktion kan ofte inspiceres ved at konstruere eller tegne
grafen for funktionen eller ved at tegne niveau-meengderne for funktionen.

e Niveaumengden horende til veerdien ¢ for funktionen f(x,y) er givet ved
Ke(f) ={(xy) € Dm(f) | f(x,y) =c} . (19-67)

e En funktion f(x,y) er kontinuert i (xg,y0) hvis f(x,y) — f(x0,y0) er en epsilon-
funktion af x — xo,y — o), dvs.

f(x,y) = f(x0,y0) +ef(x —x0,¥ — o) - (19-68)

e En funktion f(x,y) er differentiabel med de partielle afledede f1.(xo, yo) og f+(x0, Yo)
i (x0,Y0) hvis

f(x,y) =f(x0,y0) + fx(x0,y0) - (x — x0) + fy(x0,¥0) - (¥ — v0)

(19-69)
+ O(xo0) (X Y) - €5(X — X0, — Yo)

e De partielle afledede af f(x,y) i et punkt (xg,yp) kan findes ved at beregne de
seedvanlige differentialkvotienter af de to hjeelpefunktioner f1(x) = f(x,y0) og

f2(y) = f(x0,y) i henholdsvis xy og yo:
fe(x0,y0) = fi(x0) og fy(x0,v0) = f2(y0) (19-70)

e Det approksimerende forstegradspolynomium for f(x,y) med udviklingspunkt
(x0,Y0) er givet ved:

Py (xo0) (X ¥) = f(x0,y0) + fr(x0,v0) - (x — x0) + fy(x0,y0) - (v —yo) - (19-71)
e Tangentplanen til grafen for f(x,y) i punktet (xo, yo, f(x0,Y0) er givet ved:

z= Py (x40 (0 Y) - (19-72)
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e Gradientvektorfeltet for en funktion f(x,y) er givet ved:
Vi (xo,y0) = (filxo,y0), fy(xom0)) - (19-73)

e Den retningsafledede af f(x,y) i punktet (xo,10) i retningen givet ved en en-
hedsvektor e er givet ved:

f'((x0,90);€) = Vf(x0,y0)-€ . (19-74)
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