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|l eNote 18

Lineaere 2. ordens differentialligninger
med konstante koefficienter

I forleengelse af eNote 16 0og eNote 17 om differentialligninger, behandler vi her 2. ordens
differentialligninger. Dele af bevisforelser m.m. leener sig op af de foregdende eNoter, hvorfor det
forudsaettes, at man har kendskab til dem. Endvidere benyttes de komplekse tal, se eNote 1.

Version 29.11.19.

18.1 Lineeere 2. ordens differentialligninger

Linezere 2. ordens differentialligninger med konstante koefficienter har folgende ud-
seende:

x"(t) +arx'(t) +aox(t) =q(t), tel, g:1—R. (18-1)
ap,a1 € R er konstante koefficienter til x(¢) henholdsvis x'(t). Hejresiden g(t) er en
kontinuert reel funktion, hvis definitionsmeengde er et interval I (som undertiden er
hele R). Differentialligningen kaldes homogen, hvis g(t) = 0 for alle t € I, og i modsat
fald inhomogen.

At denne type differentialligning er linezer, vises ved, at dens venstreside opfattet som
en afbildning f : C*(R) — C*(R) givet ved

f(x(t)) =x"(t) + ar1x'(t) + apx(t) (18-2)

opfylder linearitetsbetingelserne L og L, . Den fremgangsmadde, der benyttes i denne
eNote til at lase den inhomogene differentialligning, udnytter denne egenskab.
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lll Metode 18.1  Lesninger og deres struktur

1. Den fuldstendige lesningsmeengde Lj,,, for en homogen linezer 2. ordens dif-
ferentialligning
x"(t) +a1x'(t) +apx(t) =0, tel, (18-3)

hvor ap,a; € R, kan bestemmes ved hjeelp af seetning 18.2.

2. Den fuldstendige losningsmeengde L;; o, for en inhomogen linezer 2. ordens
differentialligning

x"(t) +arx'(t) +aox(t) =q(t), tel, q:1—R, (18-4)
hvor ap,a; € R, kan ved hjeelp af seetning 16.2.7 opdeles i to:

(a) Forst bestemmes den fuldstendige lesningsmeengde Ly, til den
tilsvarende homogene differentialligning. Denne fremkommer ved, at man
i(18.1.4) erstatter g(t) med 0.

(b) Derneest bestemmes en partikuleer losning x((#) til (18.1.4) for eksempel
ved et kvalificeret geet. Se angdende dette afsnit 18.3.

Den fuldstendige losning har da felgende struktur

Linhom = xO(t) + Lyom - (18-5)

18.2 Den homogene differentialligning

Vi betragter nu den lineaere homogene 2. ordens differentialligning
x"(t) +a1x’(t) +apx(t) =0, teR, (18-6)

hvor ap og a; er reelle konstanter. Vi onsker at bestemme den fuldsteendige losningsmaeengde.
Det kan gores ved hjeelp af eksakte formler, som atheenger af ligningens udseende.
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| Seetning 18.2 Leasning til den homogene ligning

Den homogene differentialligning
X" (t) + a1x'(t) +apx(t) =0, teR, (18-7)
har den sdkaldte karakterligning
A% 4+ a1 +ag = 0. (18-8)

Typen af redder til denne ligning afger udseendet af den fuldstendige los-
ningsmaengde Ly, til den homogene differentialligning.

o To forskellige reelle redder A1 og A, giver losningen

x(t) = creMf + e, teR. (18-9)
e To komplekse redder A = « £ i giver den reelle losning
x(t) = c1e* cos(Bt) + coe sin(Bt), t € R. (18-10)
e Dobbeltroden A giver losningen

x(t) = creM + cote, teR. (18-11)

For alle tre tilfeelde geelder, at de respektive funktioner for alle c¢1,c; € R udger den
fuldsteendige losningsmaengde Ly,

I afsnit 17.4.64section.17.4 gennemgds teorien for at omforme netop denne type
differentialligning til et system af 1. ordens differentialligninger. Det er en
brugbar metode her. Systemet vil da se saledes ud:

i ER GO B

hvor x1(t) = x(t) og x2(t) = x}(t) = x/(t). Vi kan nu bruge teorien i det
neaevnte afsnit til at lose problemet.
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|l Bevis

Den homogene 2. ordens linezere differentialligning (18-7) omformes til et 1. ordens differen-

tialligningsystem: /
)L S l[m0]-Al0)] 151

hvor x1(t) = x(t) er den segte losning, som udger den fuldsteendige losning. Bevisforelsen
tager udgangspunkt i seetningerne og metoderne i afsnit 17.1. Til det skal man bruge egen-
veerdierne til systemmatricen A:

—A 1

det(A — AE) = '—ﬂo P

‘ = )LZ + al/\ +ag = 0, (18-14)
hvilket netop er karakterligningen tilherende differentialligningen, og A er egenveerdier til
systemmatricen A. Roddernes udseende i denne ligning er afgerende for losningen x(f) =
x1(t), hvilket giver folgende tre delbeviser:

Forste del
Karakterligningen har to forskellige reelle redder: A1 og A>. Ved hjeelp af metode 17.4 findes
derved to linesert uafhaengige losninger u;(t) = vieM! og uy(t) = voe, hvor v; og v,

er egenvektorer tilherende de to egenveerdier respektivt. Den fuldsteendige losning er da
udspeendt af:
x(t) = kyuy (t) 4 koua () = kyetifvy + kpet?vy, (18-15)

for alle k1, ky € R. Forstekoordinaten x; () = x(t) er den sogte losning:
x1(t) = x(t) = creM 4 ce™, (18-16)

der for alle de arbitreere konstanter c¢1,c; € R udger den fuldsteendige losning. c; og c; er to
nye indferte arbitreere konstanter, og de er produktet mellem k-konstanterne og egenvektor-
ernes forstekoordinat: ¢y = k171, og c2 = kpvo,.

Anden del
Karakterligningen har det komplekse rodpar A = a + i og A = a — Bi. Den fuldstendige
losning er mulig at finde med metode 17.5.

x(t) = kyui(t) + koua(t)
= k1e™ (cos(Bt)Re(v) — sin(Bt)Im(v)) + ke (sin(Bt)Re(v) + cos(Bt)Im(v))  (18-17)
= e cos(Bt) - (k1Re(v) + koIm(v)) + e* sin(Bt) - (—ki;Im(v) + kaRe(v)).

v er en egenvektor tilherende A og k; og k; er arbitraere konstanter. Forstekoordinaten x; (¢) =
x(t) er den segte losning, og er med ovenstdende givet ved

x1(t) = x(t) = c1e™ cos(Bt) + cze™ sin(Bt). (18-18)
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For alle ¢1,¢; € R udger x(t) den fuldsteendige losning. c; og ¢, er to nye indferte arbitreere
konstanter, som er givet ved ¢; = k1Re(v1) + koIm(v1) og c2 = —k1Im(v;1) + koRe(v1). v1 er
forstekoordinaten til v.

Tredje del

Karakterligningen har dobbeltroden A. Pga. systemmatricens udseende (matricen er sekvi-
valent med en ovre trekantsmatrix) er det muligt at se, at den geometriske multiplicitet af
det tilherende egenvektorrum er 1, og det er da muligt at bruge metode 17.7 til at finde den
fuldsteendige losning

x(t) = kyuy (t) + koup(t) = kv + ky(teMv 4 eMb) = eM (kv + kob) + kpteMv,  (18-19)

hvor v er en egenvektor tilherende A, b er losning til ligningssystemet (A — AE)b = v og
ki, k; er to arbitreere konstanter. Udtages forstekoordinaten, fas

x(t) = creM + cote’, (18-20)

der for alle ¢1,c2 € R udger den fuldstendige losning. ¢; og c; er to nye indferte arbitreere
konstanter, givet ved ¢; = kiv1 + kaby 0g c2 = kovy, hvor v, er forstekoordinaten i v, ligesom
by er forstekoordinaten i b.

Alle de tre forskellige tilfeelde af redder i karakterligningen er nu gennemgdet, og seetningen
er derfor bevist.

Laeg meerke til, at det ogséd er muligt at na frem til karakterligningen ved at geette pa
en losning til differentialligningen med formen x(t) = e*. Man far da felgende:

1 (1) +arx' (t) +Faox(t) =0 = A2eM +ajheM +apet =0 (18-21)

Divideres denne ligning igennem med e, der er forskelligt fra nul for ethvert ¢,
fremkommer karakterligningen.

|
lll Eksempel 18.3 Lgsning til homogen ligning
Givet den homogene differentialligning
() +x'(t) —20x(t) =0, tER, (18-22)

som har karakterligningen
A2+ A —20=0. (18-23)
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Vi onsker at bestemme den fuldsteendige losningsmaengde Ly, til denne homogene differ-
entialligning.

Karakterligningen har rodderne Ay = —5 og A = 4. Derfor er den fuldsteendige los-
ningsmeengde til den homogene differentialligning

Lyom = { c1e™ +ce* ,t R | 1,02 €R |, (18-24)

som er fundet ved hjeelp af seetning 18.2.

ll Eksempel 18.4 Lgsning til homogen ligning

Givet er den homogene 2. ordens differentialligning med konstante koefficienter
x"(t) —8x'(t) +16x(t) =0, teR. (18-25)

Vi onsker at bestemme Ly, som er den fuldsteendige losning til denne homogene differen-
tialligning. Karakterligningen er

A2 —8A+16=0< (A—4)>=0 (18-26)

Vi har altsd dobbeltroden A = 4, og den fuldsteendige losning er felgende funktioner for alle
cq,0 € R:
x(t) = cre + cotet, teR. (18-27)

Resultatet er bestemt ved hjeelp seetning 18.2.

Som det ses er det forholds trivielt at bestemme losningen til den homogene differen-
tialligning. Det er oven i kebet muligt at bestemme differentialligningen, hvis man har
losningen, altsa “ga bagleens”. Det illustreres i nedenstdende eksempel.

lll Eksempel 18.5 Fra lgsning til ligning

Losningen til en differentialligning kendes:
x(t) = c1e* cos(7t) + coe? sin(7t), tE€R, (18-28)
som for de arbitreere konstanter c, c; udger den fuldsteendige losning.

Siden losningen udelukkende indeholder led med arbitreere konstanter, ma differential-
ligningen veere homogen. Endvidere ses, at losningsstrukturen ligner den i (18-10) i seetning
18.2. Det betyder, at karakterligningen til den 2. ordens differentialligning har to komplekse
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redder: A = 2 £ 7i. Karakterligningen saettes op:

(A=247i)(A=2=7i) = (A =2)% — (7i)? =

) ) (18-29)
A" —4A+4+49=A"—-41+53=0
Direkte ud fra karakterligningens koefficienter kan differentialligningen opstilles:
x"(t) —4x'(t) +53x(t) =0, teR. (18-30)

Det ses ogsa af seetning 18.2.

18.3 Den inhomogene ligning

I dette afsnit ensker vi at bestemme en partikuleer losning x((t) til den inhomogene
differentialligning

x"(t) +a1x'(t) +aox(t) =q(t), telg:1— R (18-31)

Vi ensker at finde en partikuleer lesning, fordi den indgér i den fuldsteendige losnings
Linnom sammen med den fuldsteendige losningsmeengde Ly, til den tilsvarende homo-
gene differentialligning jeevnfer metode 18.1.4evncount.18.1.

I denne eNote bruges ikke nogen konkret losningsformel a la Panserformlen for 1. or-
dens differentialligninger, i stedet bruges forskellige metoder, alt efter formen af g(f).
Generelt kan man sige, at den partikuleere losning x((f) har en form som ligner g(t),
hvilket fremgdr af folgende metoder. Laeg meerke til, at disse metoder daekker nogle
ofte forekommende former pd g(f), men ikke alle.

Endvidere vil begrebet superpositionsprincippet blive behandlet. Superposition er en
grundleeggende egenskab ved linecere ligninger. Pointen er at opsplitte en differen-
tialligning i flere, hvor venstresiderne er ens, mens summen af hejresiderne er lig den
oprindelige differentiallignings hejreside. Hvis den oprindelige differentialligning har
hejresiden g(t) = sin(2t) + 2t?, kan det vere en ide, at opdele differentialligningen i
to, hvor hejresiderne bliver g;(t) = sin(2t) henholdsvis g,(t) = 2t>. De to differential-
ligninger er nemmere at bestemme partikuleere losninger til. En partikuleer losning til
den egentlige differentialligning vil da vaere summen af de to partikuleere losninger.

Slutteligt vil den komplekse gaettemetode blive introduceret. Den komplekse geettemetode
kan bruges, hvis hejresiden g(t) i differentialligningen er realdelen af et simplere kom-
plekst udtryk. Det kunne for eksempel veere, at () = e sin(3t), som er realdelen af
—ie(1+3)t Det er nemmere at finde en losning til en differentialligning, hvor hejresiden
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er simpel, og derfor loses den tilsvarende komplekse ligning i stedet. Losningerne til
den reelle differentialligning og den tilsvarende komplekse differentialligning er neert
forbundet.

18.3.1 Generelle lgsningsmetoder

lll Metode 18.6  Polynomium

Givet den inhomogene differentialligning
x"(t) +arx’'(t) +aox(t) = q(t), tel, (18-32)

hvor g er et n-te gradspolynomium. Hvis ay # 0 findes der et polynomium af grad
n som er en partikuleer losning til differentialligningen. Generelt findes der et poly-
nomium af grad hejst 7 + 2 som er en partikuleer lgsning til differentialligningen.
Man finder partikuleere losninger pa de neevnte former ved at indseette polynomier
af passende grad med ubekendte koefficienter i differentialligningens venstreside
og afstemme med g, jf. identitetsseetningen for polynomier, eNote 2, seetning 2.15.

lll Eksempel 18.7 Polynomium

Der er givet en inhomogen 2. ordens differentialligning med konstante koefficienter
x"(t) —3x'(t) + x(t) = 2t* — 16t +25, t € R. (18-33)

Vi ensker at bestemme en partikuleer losning x((t) til den inhomogene differentialligning.
Da hejresiden er et andengradspolynomium, indseetter vi et ubekendt polynomium af grad
2 i differentialligningens venstreside og afstemmer med hejresiden:

xo(t) = bpt*> + byt + by, tER. (18-34)
Koefficienterne bestemmes ved at indseette udtrykket i differentialligningens venstreside
sammen med x((t) = 2byt + by og x{ () = 2b,.
2by — 3(2bt + by) + byt® + byt + by = 2t* — 16t + 25 <
(by — 2)#* + (—6by + by + 16)t + (2by — 3by + by — 25) = 0 & (18-35)
by —2=0 og —6by+b; +16 =0 og 2b, —3b; +by—25=10
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Den forste ligning giver nemt b, = 2, hvilket indsat i den anden ligning giver b; = —4.
Slutteligt giver dette i den sidste ligning, at by = 9. Derfor er en partikuleer losning til ligning
(18-33) givet ved

xo(t) =22 —4t+9, teR. (18-36)

lll Opgave 18.8 Polynomium

Der er givet folgende differentialligning hvor hejresiden er et forstegradspolynomium:
X"(t)=t+1, teR. (18-37)

Vis at man kan skal op i grad 3 for at finde et polynomium som er en partikuleer losning til
differentialligningen.

lll Metode 18.9  Trigonometrisk
En partikuleer losning x(t) til den inhomogene differentialligning

x"(t) + arx'(t) +apx(t) = q(t), tel, (18-38)
hvor g(t) = acos(wt) + bsin(wt), har samme form:

xo(t) = Asin(wt) + Beos(wt), tel, (18-39)

hvor A og B bestemmes ved at indseette udtrykket for x((f) som lgsning i den inho-
mogene differentialligning.

° Det er ogsa muligt at bestemme en partikuleer losning til en differentialligning
som den i metode 18.9 ved hjeelp af den komplekse gaettemetode. Se eventuelt
afsnit 18.3.3.

lll Eksempel 18.10  Trigonometrisk

Givet er differentialligningen

x"(t) +x'(t) — x(t) = —20sin(3t) + 6 cos(3t), te€R. (18-40)
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En partikuleer losning x((#) til differentialligningen enskes bestemt. Ved hjeelp af metode
18.9 er en partikuleer losning

xo(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) = Asin(3t) + B cos(3t). (18-41)
Vi har desuden ,
xo(t) = 3A cos(3t) — 3B sin(3t
{(1) = 34 cos(3) ~3Bsin(31) w502
xg (f) = —9Asin(3t) — 9B cos(3t)
Dette indseettes i differentialligningen.
(—9Asin(3t) — 9B cos(3t)) + (3A cos(3t) — 3Bsin(3t)) — (Asin(3t) + B cos(3t))
= —20sin(3t) + 6 cos(3t) <
(3t) (3t) (18.43)

(-9A —3B— A +20)sin(3t) + (—=9B+3A — B —6) cos(3t) =0 &
—-9A—-3B—-A+20=00g —9B+3A—-B—-6=0

Dette er to ligninger med to ubekendte. Indsaettes A = — 2B + 2 fra den ferste ligning i den
anden fés

3 9
—9B+3<—1OB+2>—B—6:0<:>—10B—10B:O<:>B:0 (18-44)

Af dette fds A = 2, og en partikuleer losning til differentialligningen er da

xo(t) = 2sin(3t), teR. (18-45)

Laeg meerke til at tallet w = 3 er det samme under bdde cosinus og sinus
i eksempel 18.10, hvilket ogsd er det eneste metode 18.9 faciliterer. Hvis
der optreeder to forskellige tal er metode 18.9 ikke brugbar, for eksempel
q(t) = 3sin(t) + cos(10t). Det er superpositionsprincippet eller den komplekse
gaettemetode til gengeeld, og dette bliver beskrevet i afsnit 18.3.2 og afsnit 18.3.3.

e
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lll Metode 18.11  Eksponentialfunktion
En partikuleer losning x(t) til den inhomogene differentialligning
X" () + arx'(t) +apx(t) = q(t), tel, (18-46)
hvor q(t) = Be* og a, B € R, er ogsé en eksponentialfunktion:
xo(t) = ve*, tel, (18-47)

hvor 7 bestemmes ved indseettelse af udtrykket for xo(t) som lesning i den inhomo-
gene differentialligning. Det preeciseres, at a ikke ma veere rod i differentiallignin-
gens karakterligning.

Som det kommenteres til sidst i metode 18.11 ma eksponenten « ikke vaere

rod i karakterligningen. Hvis det er tilfeeldet vil geettet veere en losning til
1 den tilsvarende homogene differentialligning jeevnfor seetning 18.2. Dette er et

gennemgdende “problem” i alle ordener af differentialligninger.

lll Eksempel 18.12 Eksponentialfunktion

Givet er differentialligningen
x" () + 112/ (t) +5x(t) = —20e!, teR. (18-48)

Vi ensker at bestemme en partikuleer losning x((f) til differentialligningen. Ifelge metode
18.11 er en partikuleer losning givet ved x(t) = ye* = ye™!. Vi ved endnu ikke om a = —1
er rod i karakterligningen, men hvis det gr godt med at finde v, er den ikke. Vi har x(t) =
—ye !t ogxj(t) = ye !, og dette indseettes i differentialligningen:

ye '+ 11(—ye ) +5ye ' = 20t —5y=-207=4 (18-49)
Det er altsd lykkedes at bestemme 7y, og derfor haves en partikuleer losning til differential-

ligningen:
xo(t) =4e!, teR. (18-50)
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lll Metode 18.13  Uheldig eksponentialfunktion

En partikuleer losning x(t) til den inhomogene differentialligning
X" () + arx'(t) +apx(t) = q(t), tel, (18-51)

hvor q(t) = BeM, B € R og A er rod i differentialligningens karakterligning, har
folgende form:
xo(t) = qyteM, tel, (18-52)

hvor 7 bestemmes ved indsettelse af udtrykket for x((#) som lesning i den inhomo-
gene differentialligning.

lll Eksempel 18.14  Uheldig eksponentialfunktion

Givet er differentialligningen
x"(t) —7x'(t) + 10x(t) = —3e*, tcR. (18-53)

Vi ensker at bestemme en partikuleer losning til differentialligningen. Vi prever forst at bruge
metode 18.11, og geetter pa en lesning af formen xo(t) = ye® = ye?. Man har da x(t) =
27ve? og x{j (t) = 4ve?, hvilket ved indseettelse i differentialligningen giver

4ye?t —7.2ve?t +107e¥ = —3e? = 0= -3 (18-54)

Det ses at y ikke optraeder i den sidste ligning, og at ligningen i evrigt er usand. Derfor ma
x = A veere rod i karakterligningen. Karakterligningen ser sdledes ud:

A2—7A0+10=0 (18-55)
Denne andengradsligning har rodderne 2 og 5. Det passer altsa, at &« = 2 er rod.

Pa grund af overstaende bruges nu metode 18.13, og vi geetter pa en losning af formen xy(t) =
yteM = vte?. Vi har da
xp(t) = ye + 2qte*

18-56
xf (t) = 29e? + 2ye? + dyte? = dye? + dyte? ( )

Dette indseettes i differentialligningen for at bestemme y.

4rye® 4 dyte? — 7(ye? + 2qte?) + 10yte? = —3e* &
(4y — 14y +109)t+ (4y —77+3) =0 < (18-57)
v=1
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Det er nu lykkedes at finde 7, og derfor er en partikuleer losning til differentialligningen

xo(t) = te*, teR. (18-58)

18.3.2 Superpositionsprincippet

Inden for alle typer af linecere differentialligninger findes konceptet superpositionsprin-
cippet. Vi gennemgar det her for 2. ordens lineaere differentialligninger med konstante
koefficienter. Superpositionsprincippet bruges her til at bestemme en partikuleer los-
ning til den inhomogene differentialligning, nér hejresiden (4(t)) er en kombination
(addition) af flere typer af funktioner, f.eks. en sinusfunktion lagt sammen med et poly-
nomium.

| Seetning 18.15 Superpositionsprincippet

Hvis x,(t) er en partikuleer losning til den inhomogene differentialligning
X" (t) + arx' (t) + agx(t) = g;(¢) (18-59)
for ethverti =1,...,n,er
xo(f) = xo, (£) + x0,(¢) + ... + x0,(t) (18-60)
en partikuleer losning til
x"(t) +arx'(t) +aox(t) = q(t) = g1(t) + q2(t) + ... + ga(t), (18-61)

hvor hejresiderne q og g1, 92, . . ., gn er kontinuerte funktioner i et interval I.

|l Bevis

Superposition er en folge af at differentialligningerne er linesere. Vi gennemferer her et
generelt bevis for alle typer af linecere differentialligninger.
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Venstresiden af en differentialligning kaldes f(x(t)). Vi opstiller nu n differentialligninger:

f(x0,(8)) = q1(t), f(x0,(8)) = ga(t), ..., f(x0,(t)) = gu(t) (18-62)

hvor xo,, xo,,...,x0, er partikuleere losninger til de respektive inhomogene differential-
ligninger. Vi definerer nu xo = xo, + Xo, + ... + xp, 0g indseaetter denne i venstresiden:

fxo(t)) = f(xo,(t) + x0,(t) + ... + x0,(t))
= f(xo,(t)) + f(x0,(+)) + ... + f(x0,(t)) (18-63)
=q1(t) +q2(t) + ...+ qu(t)

P& hojresiden fds en sum af funktionerne 41,4, ...,q,, som kaldes for 4. Seetningen er da
bevist.

n
|l Eksempel 18.16  Superposition
Givet er den inhomogene differentialligning
x"(t) — x'(t) — 3x(t) = 9e* +3t — 14, tcR. (18-64)

Vi ensker at bestemme en partikuleer losning xo(t) til differentialligningen. Det ses, at
hejresiden er en kombination af en eksponentialfunktion (g1 (t) = 9e*) og et polynomium
(q2(t) = 3t — 14). Derfor bruges superpositionsprincippet fra setning 18.15 og differential-
ligningen opsplittes i to dele.

X (t) — ' (t) — 3x(t) = 9e* = q1(¢) (18-65)
x"(t) — x'(t) — 3x(t) =3t — 14 = qa(¢) (18-66)
Forst behandles ligning (18-65), hvortil vi skal bruge metode 18.11. En partikuleer losning er

da af formen xo, (t) = ye" = ye*. Vi har x{, (t) = 4ve* og x(/ (t) = 167e*. Dette indseettes i

ligningen.
167et — 4yett —3yet = 9et = =1 (18-67)

Derfor er xo, (t) = e*.

Nu behandles ligning (18-66), hvor en partikuleer losning er et polynomium af hejst grad 1,
jeevnfer metode 18.6, alts er xo,(t) = byt + by. Derfor er xg,(f) = by og x3,(t) = 0. Dette
indseettes i differentialligningen.

0—0b — 3(b1t+ bo) =3t—-14 < (—3b1 — 3)t + (—bl — 3by + 14) =0 (18-68)

Vi har saledes to ligninger med to ubekendte, og vi finder, at by = —1, og derfor er by = 5.
Altsa er en partikuleer losning xo,(t) = —t + 5. Den samlede partikuleere losning til (18-64)
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findes da som summen af de to allerede fundne partikuleere losninger til de to opsplittede
ligninger:
xo(t) = x0,(t) + x0,(t) =e* —t+5, teR. (18-69)

18.3.3 Den komplekse gaettemetode

Den komplekse gaettemetode benyttes nar det er bekvemt at omskrive differentiallignin-
gens hojreside til en kompleks hgjreside, sdledes at den givne reelle hgjreside er realde-
len af den komplekse.

Er hejresiden for eksempel 2e? cos(3t) , og man til denne leegger i(—2e% sin(3t)), fas
2% (cos(3t) — isin(3t)) = 2e(2730)¢, (18-70)

Her geelder der klart nok at Re(2e(2~3)*) = 2¢% cos(3t). Man finder nu en kompleks
partikuleer losning til differentialligningen med den komplekse hgjreside. Den enskede
reelle partikuleere losning til den oprindelige differentialligning er da realdelen af den
fundne komplekse lasning.

Bemezerk at denne metode kan kun benyttes fordi differentialligningen er lineaer. Det
er netop lineariteten der sikrer at realdelen af den fundne komplekse losning er den
onskede reelle losning. Dette vises ved at vi opfatter differentialligningens venstreside
som en lineeer afbildning f(z(t)) i meengden af komplekse funktioner af en reel variabel
og bruger folgende generelle setning:

Il Seetning 18.17
Der er givet en lineeer afbildning f : (C*(R),C) — (C*(R),C) og ligningen
Fa(1) = s(8). (1871)

Hvis vi seetter z(t) og s(t) pa rektanguleer form ved z(t) = x(f) +i-y(t) og s(t) =
q(t) +i-r(t), s geelder der at (18.3.71) sand hvis og kun hvis

f(x(8)) = q(t) og fy(t)) =r(t). (18-72)
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|l Bevis

Givet er funktionen z(t) og Lad den lineeere afbildning f og funktionerne z(t) og s(t) veere
givet som i seetning 18.17. Som folge af egenskaberne ved linezere afbildninger, se definition
?7?, geelder der folgende:

fz() =s(t) &
P +i-y(0) = ql0) +-7(0) & .
fx(®) +i-fy(#) = q(t) +i-r(t) &
f(x(#)) = q(t) og fy(t)) =r(t).
Seetningen er dermed bevist.
]
lll Metode 18.18 Den komplekse gzettemetode
En partikuleer lasning x((t) til den reelle inhomogene differentialligning
x"(t) +a1x'(t) +aox(t) = q(t), tER, (18-74)
hvor ag og a; er reelle koefficienter og
q(t) = Re((a + bi)e(”“’i)t) = ae™ cos(wt) — be* sin(wt), (18-75)

bestemmes i forste omgang ved at finde den tilsvarende komplekse partikuleere los-
ning til felgende komplekse differentialligning

2'(t) + a2 (t) + apz(t) = (a+bi)e® TN, e R, (18-76)

Den komplekse partikulaere lgsning har formen zy(t) = (c 4 di)e(**«“)t, hvor c og d
bestemmes ved indseettelse af zy(t) i differentialligningen (18-76).

Efterfolgende er en partikuleer losning til differentialligningen (18-74) givet ved

X()(t) = Re(Zo(t)) . (18-77)
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N
\Q,

En afgerende grund til, at man benytter den komplekse geettemetode, er, at det
er sa enkelt at differentiere eksponentialfunktionen, selv ndr den er kompleks.

lll Eksempel 18.19 Den komplekse gaettemetode

Givet er en 2. ordens inhomogene differentialligning:
x"(t) —2x'(t) — 2x(t) = 19e* cos(t) — 35e* sin(t), t <€ R. (18-78)
Bestem en partikuleer losning til denne differentialligning.

Det er oplagt at bruge den komplekse geettemetode fra metode 18.18 til denne opgave. Det ses
nemlig i forste omgang, at hojresiden svarer til reeldelen af et kompleks tal:

q(t) = 19e* cos(t) — 35e* sin(t)

= Re<19e4t(cos(t) +isin(t)) + 35ie* (cos(t) + isin(t)))

= Re<19e4t it 35ietle ”) (18-79)
= Re 19"+ 4 357e™+1)
((

= Re( (19 + 35i)e 4+1'>f).

-~
~

S~ - | Bemeerk brugen af Eulers formel fra eNote 29 for at opnd omskrivningen fra cos og
Q sin til eksponentiel form, e = cos(v) + sin(v).

Det kan vere en anelse kringlet at gennemskue leddenes komplekse form. Leddet
M7 | 19e* cos(t) er nemt; det udvides let til 19e* (cos(t) + isin(t)), hvor sin-leddet som
Q b imaginzrdelen er tilfejet. Men leddet —35e* sin(t) kraever lidt mere; det far tilfojet
et cos-led som imagineerdel, og derfor skal i’et flyttes fra cos til sin ved, at udtrykket

ganges med —i.

Vi "udvider" differentialligningen, sa vi har det nye tilsvarende komplekse tal (19 +
35i)e(**! pa hejresiden i stedet. Vi skal s& i stedet finde en kompleks partikuleer losning
til denne differentialligning:

2'(t) — 22/ (1) — 2z(t) = (194 35i)e*+)!, e R. (18-80)
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hvor vi har erstattet x(t) med z(t) for tydeligt at markere, at den losning, vi nu finder, netop
ikke er en losning til den originale ligning, men kun en losning til denne udvidede komplekse
form af ligningen. Vi gaetter nu pa, at zo(t) = (c + di)e**")* er en losning, hvor c og d er reelle
konstanter. Vi har

zZp(t) = (c+di)(44i)e™D = (4c —d + (c +4d)i) e*H) og

VN , N s (18-81)
zg(t) = (4c —d + (c +4d)i)(4 +i)e = (15c — 8d + (8c + 15d)i)e .

Disse udtryk samt zy(t) indseettes i den komplekse differentialligning for at bestemme c og
d:
(15¢ — 8d + (8¢ + 15d)i)e ™+ — 2(4c — d + (c + 4d)i)e )t —2(c + di)e4+1)!
= (19 +35i)e* ) o
15¢ — 84 + (8¢ 4 15d)i — 2(4c — d + (c +4d)i) — 2(c + di) =19+ 35i < (18-82)
5¢c — 6d + (6c 4 5d)i =19 + 35i
5c—6d=19 A 6c+5d =235

Dette er to ligninger med to ubekendte. Ligningssystemets totalmatrix opskrives:
5 —619 1 -8|r 1 0|5
‘B . 18-83
o sisllo 4l v a5

0 11
Vi har alts3, at c = 50g d = 1, hvilket giver zo(t) = (5+i)el**?)*. Dette er som sagt losningen
til den komplekse udvidelse af differentialligningen. En partikuleer lesning til den originale
differentialligning (18-78) er derfor reeldelen af z(f),

5

xo(t) = Re(zo(t)) = Re((S + z')e(4+i)t> = 5e* cos(t) — et sin(t), teER. (18-84)

18.4 Eksistens og entydighed

Vi formulerer her en seetning om eksistens og entydighed for differentialligninger af 2. or-
den med konstante koefficienter. Vi har behov for to begyndelsesvaerdibetingelser, nemlig
funktionens veerdi og den afledtes veerdi for en veerdi af variablen.
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| Seetning 18.20 Eksistens og entydighed

Til ethvert talseet (tg, xo, Vo) (dobbelt begyndelsesvaerdibetingelse) findes netop én los-
ning x(¢) til differentialligningen

x"(t) +arx'(t) +aox(t) =q(t), tel, gq:1—-R (18-85)

saledes, at
x(t()) = X0 og xl(i’o) = 0y, (18-86)

hvor tg € I, xo € Rog vy € R.

lll Eksempel 18.21  Eksistens og entydighed

Givet differentialligningen

‘ x"(t) —5x'(t) — 36x(t) =0, teR. (18-87)

Bestem en funktion x(t), som er losning til differentialligningen og har begyn-
delsesveerdibetingelsen (to, X0, v9) = (0,5, 6).

Det ses, at differentialligningen er homogen. Den har karakterligningen
A% =51 —36 =0. (18-88)

Karakterligningen har redderne Ay = —4 og A, = 9. Derfor er den fuldsteendige los-
ningsmeengde til den homogene differentialligning (ved hjeelp af seetning 18.2) udspeaendt
af folgende funktioner for alle ¢y, c; € R:

x(t) = cre ™ 4+ ", teR. (18-89)

Man har da
X' (t) = —4cre ™ 4+ 9cpe” . (18-90)

Indseettes begyndelsesvaerdibetingelserne x(0) = 5 og x’(0) = 6 i de to ligninger, kan det
loses for (c1,¢2),

5= 1+ ¢
6= —4c1 +9c;. (18-91)

Ligningerne er blevet meget simple, da e? = 1. Indsaettes c; = 5 — ¢7 i den anden ligning, fas

645

6=—-4c1+905—-¢1) =131 +45 < 1 = 3 - 3. (18-92)
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Derfor er c; = 5 — 3 = 2, og den betingede lgsning er

x(t) =3e * +2¢”, tecR. (18-93)

Herunder er et eksempel, som gennemgar hele losningsproceduren for en inhomogen
differentialligning med en dobbelt begyndelsesveerdibetingelse. Efter det kommer et
eksempel, hvor formalet er at finde en differentialligning, hvor den fuldsteendige los-
ning er opgivet. Den falder derfor i trdd med eksempel 18.5, og nu er der ogsd en
hgjreside forskellig fra nul.

lll Eksempel 18.22 Opsamlende eksempel

Givet differentialligningen
‘ x"(t) 4 6x'(t) + 5x(t) = 20> + 48t +13, t € R. (18-94)

Bestem den fuldsteendige losningsmeaengde L;,j,,, samt den betingede losning x(f),
som opfylder begyndelsesveerdibetingelserne (to, xo,v9) = (0,5, —8).

Forst loses den tilsvarende homogene differentialligning, og karakterligningen ser saledes
ud:
A24+6A+5=0. (18-95)

Denne har rodderne Ay = —5 og Ay = —1. Da disse redder er reelle og forskellige, er den
fuldsteendige homogene losning ifelge seetning 18.2 givet ved

Luom = { cle_St + cze_t ,(teER ‘ c1,c2 € R } . (18-96)

Nu bestemmes en partikuleer losning til den inhomogene ligning. Da hejresiden er et an-
dengradspolynomium, geetter vi ved hjeelp af metode 18.6 p, at xo(t) = bat> + byt + by er en
losning. Vihar da, at x{)(f) = 2byt + by og x{/ (t) = 2b,. Dette indseettes i differentialligningen:

2by + 6(2byt + by) + 5(bat? + byt + by) = 20t> + 48t + 13 <
(5by — 20)> + (12by + 5by — 48)t + (2by + 6by +5by — 13) = 0 = (18-97)
50, —20=0 A 12bp+5b; —48=0 A 2by+6b; +5byp —13 =0.
Den forste ligning giver nemt b, = 4. Indseettes det i den anden ligning, fas ved lidt hove-

dregning by = 0. Til sidst i den tredje ligning far man by = 1. En partikuleer lesning til den
inhomogene differentialligning er derfor

xo(t) =42 +1, teR (18-98)
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Ifolge struktursaetningen, for eksempel metode 18.1.4evncount.18.1, er den fuldsteendige los-
ningsmeengde til den inhomogene differentialligning givet ved

Linsom = Xo(t) + Lpom = {42 + 14+ cre™™ + e ,teR |, €R} . (18-99)

Vi bestemmer nu den leosning, der opfylder de givne begyndelsesverdibetingelser. En
vilkérlig lesning har formen

x(t) =4t +1+cre > 47!, teR. (18-100)

Den afledede er
x'(t) =8t —5cie ™™ —cpe!, teR. (18-101)

Indseettes x(0) = 5 og x'(0) = —8, fas de to ligninger

5= 1+ co+1

18-102
—8=—-5c1 — 0. (18-102)
Indseettes c; = 4 — c; fra den forste ligning i den anden, fas
—8 = —5(4 — Cz) —c & —8420=4c;, & ¢ =3. (18-103)
Det giver ¢; = 1, og den betingede losning er derfor
x(t) =e ™ +3e " +42+1, tcR. (18-104)

lll Eksempel 18.23 Fra lgsning til ligning

Givet den fuldsteendige losning til en lineaer 2. ordens differentialligning med kon-
stante koefficienter

Linhom = { c1e™ + c2* — 2sin(2t) ,t ER | ey, c0 €R } . (18-105)
‘ Opstil differentialligningen, som generelt har dette udseende:
x"(t) + arx' (t) + aox(t) = q(t). (18-106)

a1, ap og 4 (t) skal altsa bestemmes.

I forste omgang splittes losningen op i en partikuleer lesning og den fuldsteendige homogene
losningsmaengde:

xo(t) = —%sin(2t), tER 0g Lo = {cre™? + ¥ teR|cr,coe R} . (18-107)
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Nu betragtes den fuldsteendige homogene losning. Udseendet pa denne stemmer overens
med den forste situation i seetning 18.2. Karakterligningen har altsa to forskellige reelle red-
der, og deer A; = —2 og A, = 2. Karakterligningen er derfor

(A+2)(A=2)=A*—-4=0. (18-108)

Dette afgor koefficienterne pd venstresiden af differentialligningen: a1 = 0 og a9 = —4.
Differentialligningen ser altsa indtil videre saledes ud:

x"(t) —4x(t) = q(t), teR. (18-109)

Da x¢(t) er en partikuleer losning til den inhomogene differentialligning kan hejresiden g(t)
bestemmes ved at indseette xo(t). Vihar, at x{(t) = 2sin(2t), og

xg (1) —4xo(t) = q(t) <
2sin(2t) —4(—1sin(2t)) = q(t) < (18-110)
4sin(2t) = q(t).

Nu er samtlige ubekendpte i differentialligningen bestemt, og den endelige ligning er

x"(t) —4x(t) = 4sin(2t), teR. (18-111)

I denne eNote beskeeftiger vi os ikke med systemer af 2. ordens homogene
lineeere differentialligninger med konstante koefficienter. Det skal dog tilfejes,
at vi allerede med den gennemgdede teori og lidt snilde kan lose sddanne prob-
lemer. Hvis vi har et system af 2. ordens homogene differentialligninger, kan vi

betragte hver differentialligning for sig. Ved hjeelp af afsnit 17.4.64section.17.4
1 kan en sddan ligning omformes til 2 ligninger af 1. orden. Geres det med alle
differentialligningerne i systemet, ender vi med dobbelt sa mange differential-
ligninger, nu af 1. orden. Dette nye system kan vi lose med den gennemgaede
teori i eNote 12. Systemer af 2. ordens homogene linezere differentialligninger
findes mange steder i mekanisk fysik, kemi, elektromagnetisme m.fl.
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