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|ll eNote 17

Linezere 1. ordens
differentialligningssystemer

Denne eNote beskriver 1. ordens differentialligningssystemer og viser, hvordan de kan loses.
Der bruges egenveardier og egenvektorer i losningsproceduren, se eNote 13 0g eNote 14.
Version: 22.11.18

Vi vil her kigge pa linecere koblede homogene differentialligninger af 1. orden med
konstante koefficienter (se eventuelt forklaring 17.1). Sddan en samling af koblede dif-
ferentialligninger kaldes et differentialligningssystem. Et differentialligningssystem af
1. orden med n ligninger ser principielt sdledes ud:

xi(t) = anxi(t) + apx(t) + ... 4+ apxa(t)
xh(t) = anx1(t) + apnxy(t) + +  apuxn(t

2.( ) 21 .1( ) 22 .2( ) 2n .n( ) (17-1)
X (1) = amx1(t) + apxa(t) + ...+ appxu(f)

I systemets venstreside er differentialkvotienterne af de n ukendte funktioner x;(t),
x2(t), ..., xn(t) linet op. Mens hver hejreside er en linearkombination af de n ukendte
funktioner. Koefficienterne (a’erne) er reelle konstanter. I matrix-format kan systemet
skrives sdledes:

x’l(t) a1 a2 ... An xl(t)

x’z(t) _ 11?1 11.22 .. .. a%n x;(t) (17-2)

x, (1) Ayl Ap2 - Ann || X0 (t)
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Endnu mere kompakt skrives det
X' (t) = Ax(t) (17-3)

A kaldes systemmatricen. Det er nu malet at lose et sddant differentialligningssystem,
altsa bestemme x(t) = (x1(t), x2(¢), ..., xu(t)).

lll Forklaring 17.1  Hvad er et differentialligningssystem?

Differentialligningssystemer er samlinger af differentialligninger. Grunden til, at
man ikke betragter differentialligningerne enkeltvis, er, at de ikke kan loses hver
for sig, fordi de samme ukendte funktioner optreeder i flere ligninger. Altsa er
ligningerne koblede. En enkelt differentialligning fra et system kan for eksempel se
sdledes ud:

x| (£) = 4x1 () — x2(t) (17-4)

Det er ikke muligt at bestemme hverken x1 (¢) eller x5(¢), da der er to ukendte funk-
tioner, men kun én differentialligning.

For at kunne lose et sddant system fuldt ud, skal man have lige sa mange ligninger,
som man har ukendte funktioner (med deres tilherende afledede). Den anden lign-
ing i systemet kunne derfor veere:

x5 (t) = —6x1(t) + 2x2(¢) (17-5)

Vi har nu lige sd mange ligninger (to), som vi har ukendte funktioner (to), og det er
nu muligt at bestemme bade x1 (f) og x2(f).

For overskuelighedens skyld skriver man differentialligningssystemer pa matrix-
form. Systemet ovenfor ser saledes ud:

[x;a)]:[_g —;Hm(t)] - x/(t):{_g _;]x(t):Ax(t) (17-6)

xy(t) x2(t)

Ser man bort fra, at det er vektorer og matricer, der opereres med, ligner ligningssys-
temet noget, vi har set for: x’(f) = A - x(t), som man allerede kunne lose i gymnasiet.
Losningen til denne differentialligning er triviel: x(t) = ce’t!, hvor c er en arbitreer
konstant. Nedenfor finder vi ud af, at lesningen til det tilsvarende system af differ-

entialligninger er ssmmenlignelig med x(t) = ce”t.
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Vi leser nu differentialligningssystemet i folgende saetning.

ll Seetning 17.2  Diagonaliseringsmetoden.

Et lineeert differentialligningssystem bestdende af n ligninger med i alt n ukendte
funktioner er givet ved

X' (t) = Ax(t), teR. (17-7)

Hvis A har n linecert uafheengige egenvektorer vy, vy, ..., v, tilherende (ikke ned-
vendigvis forskellige) egenveerdier, A1, Ay, ..., Ay, er systemets fuldstendige los-
ning bestemt ved

A

x(t) = creMlvy + ey, + . 4 cuetly,, tER, (17-8)

hvor ¢y, ¢y, ..., ¢y er vilkdrlige komplekse konstanter:

I seetningen er angivet den fuldsteendige komplekse losningseengde for differ-
entialligningssystemet. Den fuldsteendige reelle losningseengde kan derefter
findes som den reelle delmeengde af den komplekse lgsningsmeengde. Hvis
alle egenveerdierne i systemmatricen A er reelle, er den fuldsteendige reelle
losning umiddelbart givet ved (17.0.8) hvor koefficienterne ¢y, c = ..., ¢, er
reelle.

Laeg meerke til, at det ikke altid er muligt, at finde 7 linecert uathaengige egen-
vektorer. Derfor kan man ikke altid bruge seetning 17.2 til lesning af differen-
tialligningssystemer af 1. orden.

Hyvis systemmatricen A i(17.0.7) er symmetrisk, kan der altid findes n linecert
uafheengige egenvektorer, og alle egenveerdierne er reelle. Derfor er den fuld-
steendige reelle losning i det tilfeelde umiddelbart givet ved (17.0.8) hvor koef-
ficienterne ¢y, c =» ..., ¢, er reelle.
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|l Bevis

Vi geetter pé, at en losning til differentialligningssystemet x'(t) = Ax(t) er en vektor v ganget
pa eM hvor A er en konstant, s& x(t) = eMy. Vi har da den differentierede

X (t) = Aety. (17-9)
Seettes dette udtryk for x/(¢) ind i ligning (17-7) sammen med udtrykket for x(¢) fas:
AeMyv = AeMv & Av—Av=0< (A—AE)v=0 (17-10)

e er forskellig for nul for ethvert t € R, hvorfor det kan divideres ud. Denne ligning er et
egenvardiproblem. A er en egenveerdi til A og v er den tilherende egenvektor. De kan begge
bestemmes. Det er nu lykkedes os at vise at eMv er én losning til differentialligningssystemet,
nar A er en egenveerdi og v den tilherende egenvektor til A.

Til at bestemme den fuldstendige losningsmeengde bruges den sakaldte diagonaliser-
ingsmetode:

Vi antager, at A = A, «, har n lineeert uafheengige (reelle eller komplekse) egenvektorer
V1,V2,...,V, herende til egenveerdierne Ay, Ay, ..., A,. Viindferer nu den reguleere matrix V,
som indeholder alle egenvektorerne:

V=[vi v» - v,] (17-11)
Endvidere indferes funktioneny, s y(t) = (y1(t), y2(t), ..., ya(t)), sdledes at
x(t) = Vy(t) (17-12)
Vi har da, at X' (t) = Vy/(t). Indseettes disse udtryk for x(t) og x'(t) i ligning (17-7), fas
Vy'(t) = AVy(t) & y'(t) = V'AVy(t) = Ay(t), (17-13)

hvor A = V1AV = diag(A1, Az, ... Ay) er en diagonalmatrix med egenveerdierne tilherende
A.

Vi har nu ligningen y’(t) = Ay(t), der kan skrives pa felgende made:

va(t) = My (t)

1
ya(t) = Aaya(t)
(17-14)

Yu(t) = Anyn(t)

da A kun har elementer forskellig fra nul i diagonalen. Dette ligningssystem er ikke koblet: I
hver ligning optraeder kun én funktion og dens afledede. Derfor kan man lese dem enkeltvis,
og den fuldsteendige lesningsmaengde til hver ligning er y(t) = ce for alle ¢ € C. Samlet
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giver det den fuldsteendige losningsmaengde bestdende af nedenstdende funktioner for alle
€1,C2,...,c, € C:

yi(t) creMt
t cret2!
y(t) = yZ.( ) . (17-15)
Yn(t) cne!
Da vi nu har lesningen y(t) kan vi ogsa finde losningen x(t) = Vy(¢):
cleAlt
Cze/bt
x(t) =|v1 v2 ... V
( ) [ 1 2 n ] : (17—16)
cpett

= c1eMtvy + ety + .+ ey,

Vi har nu fundet den fuldsteendige komplekse losningsmaengde til ligningssystemet i ligning
(17-7) som bestér af funktionerne x(t) for alle c¢1, ¢y, ...,c, € C.

n
lll Eksempel 17.3
Der er givet differentialligningssystemet
/ —
x}(t) = x1(t) + 2x(1) (17-17)
X5 (t) = 3x1(¢)
som pad matrixform skrives som
. 12
x'(t) = [3 0:|X(i’) = Ax(t). (17-18)
Det kan vises, at A har egenverdierne A1 = 3 og A2 = —2 med de tilherende egenvektorer

vi = (1,1) og vo = (2, —3) (prov selv!). Derfor er den fuldsteendige reelle lgsningsmaengde
til differentialligningssystemet givet ved nedenstdende funktioner for alle ¢1,c; € IR:

I EION | 2 :
x(t)-[xZ(t)]—qe 1 + e sl teR (17-19)
Losningen er fundet ved brug af seetning 17.2. En anden made at opskrive losningsmaengden
pé er ved at skille ligningssystemet ad, sa

x1(t) = c1€3 + 2coe 2

17-2
xo(t) = c1e3 — 3cpe 2 (17-20)
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udger losningsmaengden, hvor t € IR, for alle ¢y, c; € R.

17.1 To koblede differentialligninger

Givet et linezert homogent 1. ordens differentialligningssystem med konstante koeffi-
cienter med 7 ligninger og n ukendte funktioner

X (t) = Ax(t). teR (17-21)

Hvis systemmatricen A har n linezert uafheengige egenvektorer, kan systemets reelle los-
ningsmeengde findes ved hjeelp af seetning 17.2. Hvis egenveerdierne er reelle, kan den
reelle losningsmeengde umiddelbart opskrives efter seetningens formel (17.0.8), hvor de
de n tilherende linezert uafthengige egenvektorer er reelle, og de arbitreere konstanter
angives som reelle. Hvis systemmatricen har egenverdier som ikke er reelle, kan den
reelle losningsmaende finde2 ved at uddrage den reelle delmengde af den komplekse
losningsmeengde. Ogsa i dette tilfeelde vil lesningsmeengden kunne opskrives som en
linearkombination af n lineeert uathaengige reelle losninger til differentialligningssys-
tem.

Tilbage har vi seertilfeeldet, hvor systemmatricen ikke har n linesert uafthengige egen-
vektorer. Ogsa her vil den reelle losningsmaengde veere en linearkombination af n
linezert uatheengige reelle losninger til differentialligningssystemet. Her kan diagonalis-
eringsmetoden af gode grunde ikke benyttes, og man ma bruge andre metoder.

I dette afsnit gennemgar vi de naevnte tre tilfeelde for systemer der bestar af 2 koblede
differentialligninger med 2 ukendte funktioner.
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lll Metode 17.4
Den fuldstendige reelle losningsmaengde til differentialligningssystemet
X' (t) = Ax(t), teR, (17-22)
bestdende af 2 ligninger med 2 ukendte funktioner, kan opskrives som
x(t) = ciui(t) + coup(t), teR, (17-23)
hvor u; og u; er reelle linezert uafthaengige partikuleere lgsninger og ¢, c2 € R.

Bestem forst egenveerdierne til A. For redderne i det karakteristiske polynomium A
foreligger der tre muligheder:

o To reelle enkeltrodder. I sa fald har begge egenveerdier A og A, algebraisk
multiplicitet 1 og geometrisk multiplicitet 1, og vi kan seette

u(t) = ety og wy(t) = eMlvy, (17-24)
hvor vi og v, er egentlige egenvektorer tilharende A, og A, respektivt.

e To komplekse rodder. De to egenveerdier A og A er da hinandens konjugerede
komplekse tal. Vi bestemmer da u; og up ved hjeelp af metode 17.5.

e En dobbeltrod. Her har egenveerdien A algebraisk multiplicitet 2. Hvis den
geometriske multiplicitet af A er 1, bestemmes u; og u; ved hjelp af metode
17.7.

Ved den forste mulighed i metode 17.4 med to forskellige reelle egenveerdier, kan man
udmiddelbart benytte saetning 17.2, idet de arbitreere konstanter veelges som reelle, se
eksempel 17.3equation.17.0.17.

Nu folger metoden, der tager sig af tilfeeldet med to komplekse egenveerdier.
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lll Metode 17.5

To linecert uafheengige reelle losninger til differentialligningssystemet
X' (t) = Ax(t), teR, (17-25)

hvor A har det komplekse egenverdipar A = a + fi og A = a — i med tilherende
egenvektorer v og v, er

u;(t) = Re (e)‘tv> = e (cos(Bt)Re(v) — sin(Bt)Im(v))

(17-26)
w(t) = Im (eMv) — e (sin(Bt)Re(v) + cos(Bt)Im(v))
Beviset medtages i neeste version af denne eNote.
lll Eksempel 17.6
Givet differentialligningssystemet
X (f) = [ _1 1 ]x(t) — Ax(f) (17-27)

Vi gnsker at bestemme den fuldsteendige reelle losningsmaengde.

Egenveerdierne er bestemt til A = 1+ i henholdsvis A = 1 —i med de tilherende egenvektorer
v = (—i,1) henholdsvis ¥ = (i,1). Det ses, at der er to komplekse egenverdier og dertil to
komplekse egenvektorer. Med A = 1 + i haves

VZ[_f]zMH[_H:Re(v)HIm(V) (17-28)

Bruges metode 17.5 har vi da de to losninger:
w(f) = e (cos(t) m ~sin(t) [ _éb _ e Lsgs‘gg ] (17-29)
w(t) = e <sin(t) [ﬂ + cos(t) [ _(1) D = e [ - ‘;‘1’28 } (17-30)

Den fuldsteendige reelle losningsmeengde til differentialligningssystemet (17-27) er da givet
ved folgende funktioner for alle c1, ¢, € R:

x(t) = cowp (t) + coua(t) = et <c1 [ffs‘gg ] to [ - ‘;‘l’igg D , teR (17-31)

fundet ved hjeelp af metode 17.4.
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Endelig beskrives metoden der kan bruges, hvis systemmatricen har egenvaerdien A
med am(A) = 2 og gm(A) = 1, dvs. hvor diagonalisering ikke mulig.

lll Metode 17.7

Hyvis systemmatricen A til differentialligningssystemet
X' (t) = Ax(t), te€R, (17-32)

har en egenveerdi A med algebraisk multiplicitet 2, men det tilherende egenvektor-
rum kun har geometrisk multiplicitet 1, findes to lineeert uatheengige losninger til
differentialligningssystemet af formen:

u(t) = eMv

17-33
uy(t) = teMv 4 eMb, ( )

hvor v er egenvektoren tilherende egenvaerdien A, og b er losning til nedenstdende

lineaere ligningssystem:
(A—AE)b=v (17-34)

Il Bevis

Det er dbenlyst, at den ene losning til differentialligningssystemet er u; (t) = e''v. Det sveere

er at finde endnu en lgsning.

Vi geetter pd en losning af formen
wy(t) = teMv + eMb = eM(tv + b), (17-35)
hvor v er en egenvektor tilherende A. Vi har da
w'(t) = (eM + Ate*)v + AeMb = eM((1 4 At)v + Ab) (17-36)
Vi kontrollerer, om uy(t) er en losning ved at indseette det i x/(t) = Ax(¢):
w'(t) = Auy(t) &
(1+At)v+Ab=A(tv+b) &

t(Av —Av)+ (v+Ab—Ab) =0 &
AvV—Av=0AVv+Ab—Ab =0

(17-37)

Den forste ligning kan nemt omformes til Av = Av, og den ses at veere sand, da v er en
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egenvektor tilherende A. Den anden ligning omformes:

v+Ab—Ab=0<
Ab—Ab=v& (17-38)
(A—AE)b=v

Hvis b opfylder det foreskrevne ligningssystem, vil uy(t) ogsa veere en losning til differen-
tialligningssystemet. Vi har nu fundet to lesninger, og vi skal finde ud af, om de er linezert
uafheengige. Dette gores ved et normalt linearitetskriterium: Hvis ligningen kju; + koup = 0
kun har lesningen k; = k, = 0 er u; og u, linecert uathengige.

kiu; +koup =0 =

kieMv + ky(tetMv + beM) = 0 =

t(kov) + (kiv+ kob) =0 &
kov=0Akiv+kb=0

(17-39)

Da v er en egenvektor, er den forskellig fra nulvektoren, og derfor er k, = 0 ifolge den forste
ligning. Den anden ligning er derved blevet reduceret til k;v = 0, og med samme argument
haves k; = 0. Derfor er de losninger linezert uafthzengige, og metoden er nu bevist.

n
lll Eksempel 17.8
Givet differentialligningssystemet
W (t) = [ o ] x(£) = Ax(#). (17-40)
Egenvaerdierne bestemmes for A:
det(A — AE) = ‘164— A 12—_1A‘ = (16— A)(12—7) +4 (17.41)

=A% —281 4196 = (A —14)> =0

Der er altsd kun én egenveerdi, nemlig A = 14, selvom det er et 2 x 2-system. Egenvektorerne

bestemmes: )
[16-14 -1 ] [2 -1 1 -1
A—14E—[ 4 12_14}—[4 _2]—>[0 0} (17-42)

Man har da egenvektoren (%, 1), eller v = (1,2). Vi mé altsé konstatere, at egenveerdien A

har algebraisk multiplicitet 2, men at det tilherende vektorrum har geometrisk multiplicitet
1. For at bestemme to uafthaengige losninger til differentialligningsystemet kan metode 17.7
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bruges.

Forst loses folgende ligningssystem:

(A—/\E)b:v:>[i :ﬂb:[;] (17-43)
_ 11
HEEI P 74

Dette giver b = (1,1), hvis den frie variabel seettes til 1. De to lesninger er da

(17-45)
u(t) = tel [H + el [ 1 ] .

Ved hjeelp af metode 17.4 kan den fuldsteendige lesningsmeengde bestemmes til at veere fol-
gende funktioner for alle ¢1,c2 € R:

x(£) = crun (£) + crun () = cre B]+ cpel (tm + [ X D . (17-46)

17.2 n-dimensionalt lgsningsrum

I det foregdende afsnit har vi betragtet koblede systemer bestaende af to linezere lign-
ingssystemer med to ukendte funktioner. Lasningsrummet er to-dimensionalt, idet det
kan opskrives som en linearkombination af to linezert uatheengige losninger. Dette kan
generaliseres til vilkarlige systemer med n > 2 koblede linezere differentialligninger
med 7 ukendte funtioner: Losningsmeaengden er en linearkombination af netop 7 lineaert
uafheengige losninger. Dette formuleres i generel form i folgende saetning.
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I Seetning 17.9

Givet det linezere homogene 1. ordens differentialligningssystem med konstante
reelle koefficienter
X'(t) = Ax(t), teR, (17-47)

bestdende af n ligninger og med i alt n ukendte funktioner. Den fuldsteendige reelle
losningsmeengde til systemet er n-dimensionalt kan opskrives ved

x(t) = ciug (t) + coua(t) + - - - + cpun(t), (17-48)

hvor uy (t), ua(t), ..., u,(t) er lineeert uafheengige reelle losninger til differentiallign-
ingssystemet, og c1,¢2,...,¢4, € R.

Herunder er et eksempel med et koblet system af tre differentiallinger, der eksemplifi-
cerer setning 17.9.

Il Eksempel 17.10  Advanced

Givet differentialligningssystemet

-9 10 O
X (t) = {3 15 ] x(t) = Ax(t) (17-49)
1 —4 6

Vi onsker at bestemme den fuldsteendige reelle lasningsmaengde til differentialligningssys-
temet. Egenverdierne og egenvektorene kan bestemmes og er som folger:

/\1 =—4 V] = (10,5,1)
/\2 =1 : Vp = (5,5,3)
Desuden har A, algebraisk multiplicitet 2, men det tilherende egenvektorrum har geometrisk

multiplicitet 1. Fordi n = 3 skal vi bruge 3 lineeert uafheengige losninger til at danne den
fuldsteendige losningsmeengde, som set i seetning 17.9. Egenveerdierne betragtes hver for

sig:

1) Den forste egenveerdi, Ay = —4, har badde geometrisk og algebraisk multiplicitet lig 1. Det
giver netop én losning

10
u(t) = eMlyy = e ¥ l 5] (17-50)
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2) Den anden egenveerdi, A, = 1, har algebraisk multiplicitet 2, men geometrisk multiplicitet
1. Derfor kan vi bruge metode 17.7 til at finde to lesninger. Forst bestemmes b:

~10 10 0 5
(A—AMEb=v,=| -3 0 5|b=|5 (17-51)
1 -4 5 3

En partikuler losning til dette ligningssystem er b = (0,3,1). Med denne viden har vi
yderligere to linezert uatheengige losninger til differentialligningssystemet:

3 (17-52)
5 0
us(t) = tev, +eMb =tel | 5| +e'| ]
3 1

Det er op til leeseren at vise, at de tre losninger er lineeert uathaengige.

Ifolge metode 17.9 er den fuldsteendige reelle losningsmaengde udgjort af felgende linear-
kombination for alle ¢1,¢3,c3 € R:

x(t) = ciup (t) 4 coup(t) + caus(t) (17-53)
Dette giver altsa
10 5 5 0
x(t) =cre™™| 5 |+ce|5|+cs|te'|5|+e]|] (17-54)
1 3 3 1

hvor t € R og alle c1,cp,c3 € R.

17.3 Eksistens og entydighed af lgsninger

Ifolge strukturseetningen 17.9 indeholder den fuldsteendige losningsmeengde til et dif-
ferentialligningssystem med n ligninger n arbitrre konstanter. Hvis man har n begyn-
delsesvrdibetingelser, s kan konstanterne bestemmes, og vi far da en entydig lesning.
Dette formuleres i folgende eksistens- og entydighedssaetning.



eNote 17 |||| 17.3 EKSISTENS OG ENTYDIGHED AF LOSNINGER 14

Il Seetning 17.11  Eksistens og entydighed aflasninger

Et 1. ordens differentialligningssystem bestadende af n ligninger og n ukendte funk-
tioner med konstante koefficienter er givet ved

X'(t) = Ax(t), tel. (17-55)

For ethvert ty € I og ethvert talseet yo = (y1,Y2, ..., Yn) findes der netop én losning
x(t) = (x1(t), x2(¢) ..., x4(t) ) der opfylder begyndelsesveerdibetingelsen

x(to) = yo., (17-56)
hvilket vil sige at

xl(to) =1, xZ(to) = U5 0004 xn(to) = Yn. (17—57)

Beviset udelades.

lll Eksempel 17.12

I eksempel 17.3equation.17.0.17 fandt vi den fuldsteendige losningsmeengde til differential-
ligningssystemet

X () = B é]x(t), FER, (17-58)
nemlig
x(t) = [28 ] = cre” [ 1 } + e [ _g] , tER (17-59)

Vi ensker nu at bestemme den entydige losning x(t) = (x1(t), x2(t)) som opfylder begyn-
delsesveerdibetingelsen x(0) = (x1(0),x2(0)) = (6,6). Dette giver ligningssystemet

6 . 0 1 0 2 . 1 2 C1 -~
o)=eehlre5)-1 S e
Med seaedvanlig GaussJordan-elimination fas
1 26 1 26 1 06
{1 -3 6}%[0 -5 o}_)[o 1 0} (17-61)
Man far altsd lesningen (c1, c2) = (6,0), og den entydige og betingede losning er derfor
x(t) = 6 [ 1 ] teR, (17-62)
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hvilket er det samme som at
x1(t) = 6e3 xo(t) = 6e3t .

I dette seertilfeelde er de to funktioner altsa identiske.

17.4 Omformning af lineaere n-te ordens homogene
differentialligninger til et 1. ordens
differentialligningssystem

15

(17-63)

Med lidt snilde er det muligt at omforme en vilkdrlig homogen n-te ordens differential-
ligning med konstante koefficienter til et differentialligningssystem, som kan loses ved

hjeelp af denne note.

Il Metode 17.13

En n-te ordens linezer differentialligning,

X () 4+ a1 D) + ayox @D () + - -+ arx’ (£) + agx(t) =0

se saledes ud:

[ X)) ] [0 1 0 0 [ xu(t)
x5 (t) 0 0 1 0 x(t)
x (1) 0 0 0 1 Xp_1(t)
L ox,(t) | [ —a0 —m —ax o —ap_1 || xa(t) |

(17-64)

for t € R, kan omformes til et 1. ordens differentialligningssystem, og systemet vil

(17-65)

Beviset for denne omskrivning er simpelt og giver god forstaelse for omformningen.
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|l Bevis

Lad der veere givet en n-te ordens differentialligning som i ligning (17-64). Vi indferer n
funktioner pa denne made:

x(#) = x(t)
x(t) = x(t)  =x(t)
x3(t) = x5 (¢t x"(t
0= =¥ w76
xu-1(t) = x,, 5 (t) = x"=2)(t)
xu(t) = x4 (1) = 2"7D(1)
Disse nye udtryk indseettes i differentialligningen (17-64):
X, () + ap—12,(8) + ap_2x,—1(t) + ... + a1x2(t) + apx1(t) =0 (17-67)
Denne ligning kan sammen nu med ligningerne (17-66) skrives op pa matrixform.
T xj(t) 7 T O 1 o - 0 1 x(t) 7
x5 (t) 0 0 1 - 0 x2(t)
: = E S : : (17-68)
x4 (1) 0 0 o .- 1 Xp—1(t)
L) 1 L0 —m —a2 o —aug ] x(t)
Metoden er nu bevist.
n
lll Eksempel 17.14
Givet en linecer differentialligning af 3. orden med konstante koefficienter:
X" (t) —4x"(t) — 7x'(t) + 10x(t) =0, teR. (17-69)
Vi ensker at bestemme den fuldsteendige losningsmaengde. Derfor indferes funktionerne
x(#) = x(t)
x2(t) = x4 () = ¥/ (¢) (17-70)

x3(t) = x;3(t) = x"(t)

Pa denne made kan vi omskrive differentialligningen til

x5(t) — 4x3(t) — 7x2(t) + 10x1(t) = 0 (17-71)
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Og vi kan da samle de tre sidste ligninger i et ligningssystem.

x(t) = xa(t)
xh(t) = x3(t) (17-72)
x5 (t) = —10x1 (t) + 7x2(t) + 4x3(t)

Det skrives pa matrixform pa denne made:

010
X (t) = 0 0 1|x(#) (17-73)
—-10 7 4
Egenverdierne bestemmes til at veere Ay = —2, A, = 1 0og A3 = 5. Den fuldsteendige los-

ningsmeengde til differentialligningssystemet er ifolge saetning 17.2 givet ved folgende funk-
tioner for alle de arbitreere konstanter ¢y, ¢3, c3 € R:

2

x(t) = cre vy + coe'va + c3e”'vs, tER, (17-74)

hvor vy, vy, v3 er respektive egenvektorer.

Vi skal imidlertid kun bruge lesningsmaengden til x1(t) = x(t), hvorfor den tages ud af
systemet. Desuden indferer vi nu tre nye arbitreere konstanter ki, kp, k3 € R, der skal gore
det ud for produkterne mellem c’erne og egenvektorernes forstekoordinat. Resultatet bliver
saledes

x(t) = x1(t) = kje ™ + kpe' +kze”, teR (17-75)

Dette udger den fuldsteendige lesningsmeengde til differentialligningen (17-69). Hvis
forstekoordinaten i v; er 0 seettes ky = 0, i modsat fald kan k; veere et vilkarligt reelt tal.
Pa samme mdde med k; og k3.
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