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|l eNote 16

Farsteordens lineaere differentialligninger

I denne eNote gives forst en kort introduktion til differentialligninger i almindelighed, hvorefter
hovedemnet er en sarlig type af differentialligninger, de sikaldte 1. ordens lineare
differentialligninger. eNoten bygger pd kendskab til specielle funktioner, differential- og
integralregning samt linezere afbildninger.

Version 23.10.18 ved Karsten Schmidt.

16.1 Hvad er en differentialligning?

En differentialligning er en ligning, hvori der optreeder én eller flere ubekendte funktioner
sammen med en eller flere af deres afledede. I denne eNote betragter vi kun differential-
ligningerne der indeholder én ubekendt funktion. Differentialligninger opstdr naturligt
ved modellering af fysiske, mekaniske, okonomiske, kemiske og mangfoldige andre
problemer, hvorfor det er et vigtigt ingeniormeessigt emne.

Man siger at en differentialligning har orden n hvis den indeholder den n-te afledede af
den ukendte funktion, men ingen afledede af orden hojere end 7. Den ukendte funktion
betegnes i denne eNote med x eller med x(t) hvis navnet pa den uafhaengige variabel
t er vigtigt i sammenhaengen.

Et eksempel pa en differentialligning er

X"t —2xX(t) +x(t) =t, teR. (16-1)
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Differentialligningen har orden 3, da det hgjeste antal gange den ukendte funktion x er
differentieret i ligningen, er 3. En losning til differentialligningen er en funktion xy som
indsat i ligningen gor den sand. Hvis vi for eksempel skal undersoge om funktionen

xo(t) =e'+t+2, teR

er en losning til (16-1), gor vi preve, dvs. indseetter xq i stedet for x iligningen. Idet
der geelder

xf' (1) — 2x5(t) + xo(t) = (el +t+2)" —2(e! +t4+2) + ((e' +t+2))
=e' —2(e'+1)+ef+t+2
=t

er xp en losning.

Denne eNote handler om en vigtig type af forsteordens differentialligninger, de sakaldte
linezere. For at kunne undersoge dem preecist tager vi udgangspunkt i deres standard
opskrivningsform.

16.2 Introduktion til 1. ordens linezere differentialligninger

lll Definition 16.1

Ved en forsteordens linezr differentialligning forstds en differentialligning der kan
bringes pd standardformen

X'(t)+p(t)x(t) =q(t), tel (16-2)

hvor I er abentintervaliR, og p og g er (kendte) kontinuerte funktioner defineret
pal.

Differentialligningen kaldes homogen hvis q(t) = 0 for alle t. I modsat fald kaldes
den inhomogen.
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lll Eksempel 16.2 Standardform

1. ordens differentialligningen
x'(t) +2x(t) =30+8t, teR. (16-3)

ses umiddelbart at veere pa standardformen (16-2) med p(t) =2 og q(t) =30+8t, teR.
Den er derfor linecer.

lll Eksempel 16.3 Standardform

Lad I veere et dbent interval i R . Betragt 1. ordens differentialligningen
t-x'(t) +2x(t) — 8> = =10, tE€R. (16-4)

For at bringe den pé standardform ma vi ferst leegge 8t* til pa begge sider af lighedstegnet,
idet der pa venstresiden kun ma optraede led med den ukendte funktion x(t). Derefter di-
viderer vi med t pé begge sider af lighedstegnet, da x(t) ikke md have en koefficient forskel-
lig fra 1. For at undgd division med 0, ma vi beslutte os for om vi skal forudseette ¢ sterre
eller mindre nul, lad os veelge det forste:

2 1
X (6) + 2 x(t) =8t - TO 0. (16-5)

Hermed er differentialligningen pa standardform med p(t) = % og q(t) =8t — ?, t>0.

Il Opgave 16.4 Standardform

Gor rede for at 1. ordens differentialligningen

1
x’(t)+§t2:0, teR

ikke er homogen.

lll Opgave 16.5 Flere l@sninger

Der er givet differentialligningen
x'(t) +2x(t) =30+8t, teR.
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Vis at uansetom ¢ =1, ¢ = 2 eller ¢ = 3, s er funktionen
xo(t) =13 +4t+ce ®, tcR

en lgsning.

Af opgave 16.5 fremgar det at en differentialligning meget vel kan have flere losninger.
Vi skal i det folgende undersoge sporgsmalet om antallet af losninger neermere. For
at forstad hvad der mere preecist ligger i at en 1. ordens differentialligning er lineeer, og
hvad det betyder for dens lesningsmaengde, far vi brug for den felgende hjeelpesatning.

lll Hjeelpesaetning 16.6

Lad p veere en kontinuert funktion defineret pa et abent interval I i R. S4 geelder
at afbildningen f : C'(I) — C%(I) givet ved

flx(1) = 2'(t) + p(t)x(t) (16-6)

er lineeer.

Il Bevis

Vi skal vise at f opfylder de to linearitetskrav L; og L, . Lad x1,x2 € CI(I) (dvs. de
to funktioner er vilkérlige differentiable funktioner med kontinuerte afledede pa I), og lad
k€ R. At f opfylder L; fremgar af

flan(t) + x2(t)) = (x2(t) + x2(t))" + p(£) (x ( ) z(f))
= x1(t) +x3(t) + p(t)
= (01(8) + p()x1(8)) + (xp(t ) ( )x2(t))
= f(a(t)) + f(xa(t)).

At f opfylder L, fremgar af

flexy () = (kx1 () + p(8) (kxa (£)) = k(21 (£) + p(£)x1(t))
= kf(xi(t)).

Hermed at beviset fuldfert.



eNote 16 |||| 16.2 INTRODUKTION TIL 1. ORDENS LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGERS

Fra hjeelpesetning 16.6 kan vi uddrage tre vigtige egenskaber for losningsmaengden for
1. ordens linezere differentialligninger. Forinden indferer vi nogle bekvemme beteg-
nelser for de lesningsmaengder vi skal behandle.

Linnom betegner samtlige losninger for en given inhomogen differentialligning.
De omtales kort som losningsmaengden eller den fuldstendige losning.

1 Lyom betegner losningsmaeengden for den til en inhomogen differentialligning
heorende homogene differentialligning (hvor hejresiden g(t) er erstattet med
0).

ll Seetning 16.7 Tre egenskaber
For en 1. ordens lineer differentialligning x'(t) + p(t)x(t) = q(t), t € I geelder:

1. Hvis differentialligningen er homogen (dvs. ¢(t) er O-funktionen), sa er
lesningsmeengden et underrum i C!(I).

2. Struktursetningen: Hvis differentialligningen er inhomogen, kan lesnings-
meengden L;, ., skrives pd formen

Linhom = xO(t) + Lpom (16-7)

hvor xo(t) er en partikuleer losning til den inhomogene differentialligning, og
Lyom er losningsmeengden til den tilsvarende homogene differentialligning.

3. Superpositionsprincippet: Hvis x1(t) er en lesning nar differenttialligningens
hejreside erstattes af funktionen g1(t), og x2(t) er en lgsning nar hejresiden
erstattes af funktionen g,(t), sd er x1(t) + x2(t) en losning ndr hejresiden er-
stattes af funktionen g1 (t) + g2(¢) .

Il Bevis

Vi betragter afbildningen f : C'(I) — C°(I) givet ved

flx(t) = x'(t) + p(H)x(t) . (16-8)

Den er ifolge hjeelpesaetning (16.6) linezer. Derfor geelder:
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1. Lyom eridentisk med ker(f).Da kernen for enhver lineeer afbildning er et underrum i
defintionsrummet, er Ly,,, et underrumi C'(I).

2. Daligningen f(x(t)) = x'(t) + p(t)x(t) = q(t) er lineeer, folger strukturseetningen her
direkte af den generelle strukturseetning for linezere ligninger (se eNote 12, saetning
12.14).

3. Superpositionsprincippet er en folge af at f opfylder linearitetbetingelsen L;. Antag
nemlig at f(x1(t)) = q1(t) og f(x2(t)) = ga(t) . S& geelder

flxa(t) +xa(t)) = f(x1(t)) + f(x2(t)) = q1(t) + q2(t) -

Hermed er beviset fuldfort.

Nér vi kalder en 1. ordens differentialligning pa formen (16-2) for lineaer, haenger det
som vist snaevert sammen med at dens venstreside repraesenterer en linaeer afbildning,
og at dens losningsmeengde derfor har de unikke egenskaber i setning . 16.7 I det
folgende eksempel jonglerer vi med egenskaberne ved pa forskellig vis at afgore at en
given differentialligning ikke er lineer.

lll Eksempel 16.8 1. ordens differentialligning som ikke er linezer

Vi betragter en 1. ordens differentialligning
X (1) = (x(t)? =q(t), t e R, (16-9)

hvor vi pa saedvanlig vis har isoleret de led der indeholder den ukendte funktion pa ven-
stresiden. Venstresiden repraesenterer afbildningen f : C'(R) — C°(R) givet ved

flx(t)) = x'(8) — (x())* (16-10)

Vi vil her vise at man pa forskellige mdder kan demonstrere at differentialligningen ikke er
lineeer.

1. Det er oplagt at differentialligningen ikke kan bringes pd standardformen (16-2) da den
ukendte funktion optraeder i anden potens. Differentialligningen er derfor ikke lineer.

2. Lesningsmeengden til den tilherende homogene ligning er ikke et underrum. Den op-
fylder fx ikke stabilitetskravet vedrerende multiplikation med skalar hvilket vi kan
vise sdledes:
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Funktionen x,(t) = —% er en losning til den homogene ligning idet
1 1
(1)~ (v()? = 5 — 5 =0.

2
Men deter 2-xy(t) = 7 ikke, idet

, 2 4
2P

2 x0() — (2 xo(t)) =2 #0.

Differentialligningen er derfor ikke linzeer.

3. Lesningsmaengden opfylder ikke superpositionsprincippet. Vi ser fx at

() )0 () o

f(—1+1) = f(0) =0.

Differentialligningen er derfor ikke lineeer.

4. Til sidst viser vi at f ikke opfylder linearitetsbetingelserne. For at vise det behover vi
blot afprove L, fxmed k = 2. Vi udregner de to sideri L :

f2x(t)) = (2x(1))" = (2x(1))* = 2x' (1) — 4(x(1))?
2f(x(t)) = 2(x' () — (x(1))?) = 2x'(t) — 2(x(1))*.

Ved subtraktion af de to ligninger fas:

f(2x(t)) = 2f (x(t)) = —2(x(1))?

hvor hgjresiden kun er O-funktion ndr x(t) er O-funktionen. Da L, skal geelde for alle
x(t) € C! (R), er Ly ikke opfyldt. Differentialligningen er derfor ikke lineeer.

Det folger af strukturseetningen at de homogene differentialligninger spiller en helt
speciel rolle for linecere differentialligninger. Derfor tager vi dem op til seerskilt be-
handling i neeste afsnit.
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16.3 Homogene 1. ordens linezere differentialligninger

Vi opstiller i det folgende en lgsningsformel for homogene 1. ordens lineaere differen-
tialligninger.

| Seetning 16.9 Lesning af den homogene ligning

Lad p(t) veere en kontinuert funktion defineret pé et &bent reelt interval I, og lad
P(t) veere en vilkdrlig stamfunktion til p(t).

Den fuldsteendige losning for den homogene 1. ordens linezere differentialligning
x'(t) +p(t)x(t) =0, tel. (16-11)

er da givet ved
x(t)=ceP®, te] (16-12)

hvor c er et vilkarligt reelt tal.

Il Bevis

Setningen folger af det folgende reesonnement:

X(t) +p(t)x(t) =0 (gang med e"*) pa begge sider)

X' (H)eP®) + x()p(t)eP®) =0 (brug keedereglen baglens)
¥ (£)eP® + x(t) (eP®) =0 (brug produktreglen baglens)
(x(t)e” (t)), =0 (integrér pad begge sider)

x(t)eP®) = ¢ (gang med e~ "(*) pa begge sider)

x(t) = ce ),

e sidste to linjer star c for et vilkdrligt reelt tal.

(O

I

Q.

Hermed er beviset gennemfort.
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M/ _| Vi ved at losningsmengden er et underrum i C'(I). Af formlen (16-12)
Q fremgar det dels at underrummet er 1-dimensionalt, dels at funktionen e~"(*)
er en basis for losningsmaengden.

Il Bemaerkning 16.10

Seetning 16.9 geelder ogsd hvis p er en kontinuert kompleks funktion af reel variabel
med den modifikation af den arbitreere konstant c i sa fald er en kompleks konstant.
Beviset er det samme fordi produktreglen ogsa geelder for funktioner af den naevnte
type. Hvis man skriver P(t) = u(t) +i-v(t) far man at den afledte af e"(*) stadig er
P(t) - eP*) . Endelig finder man igen, ved at skrive funktionen pé rektanguleer form,
at den afledte af en funktion af den naevnte type er 0 hvis og kun hvis funktionen er
en kompleks konstant.

lll Opgave 16.11

I seetning 16.9 benyttes en vilkérlig stamfunktion P(t) til p(t). Ger rede for at det ikke har
betydning for lasningsmeengden, hvilken stamfunktion man veelger at bruge, nar man benyt-
ter seetningen.

lll Eksempel 16.12 Lgsning af homogen ligning

Der er givet en homogen 1. ordens lineeer differentialligning ved
x'(t) +cos(t)x(t) =0, teR. (16-13)

Vi ser at kvotientfunktionen er p(t) = cos(t) . En stamfunktion til p(f) er dermed
P(t) = sin(t) . Herefter kan den fuldsteendige losning opskrives

x(t) =ce PO =ce=s) e R (16-14)

hvor c er et vilkarligt reelt tal.
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16.4 Inhomogene ligninger lgst med gaettemetoden

Nu hvor vi ved hvordan lesningsmeengden for homogene 1. ordens lineaere differential-
ligner kan findes, er det pa tide at kigge pa de inhomogene. Hvis man allerede kender
eller kan geette en partikuleer leesning til den inhomogene ligning, er det oplagt at ud-
nytte strukturseetningen, se 16.7. Det demonstrerer vi med de folgende eksamenpler.

lll Eksempel 16.13 Lgsning med geet og struktursaetningen

En inhomogen 1. ordens linezer differentialligning er givet ved
x'(t)+tx(t) =t, teR. (16-15)

Det ses nemt at xo(t) = 1 er en partikuleer losning. Herefter loser vi den tilsvarende homo-
gene differentialligning
x'(t) +tx(t) =0, teR. (16-16)

Med brug af betegnelser fra seetning 16.9 har vi p(t) =t som har stamfunktionen

1

Den fuldstendige losning bestdr derfor af felgende funktioner hvor c er et vilkarligt reelt
tal:

142

x(t) =ce 2", teR. (16-17)
Kort sagt:
_ _ 1y
Liow = { ce ¥, teR | c€R }. (16-18)

Vi kan nu opstille den fuldsteendige losningsmeengde til den inhomogene differentialligning

ved hjeelp af strukturseetningen:

_1p2

Linhom:x0(t)+Lhom:{1+Ce 2", tE]R‘CEIR}~

lll Eksempel 16.14 Lgsning med gzt og struktursaetningen

En inhomogen 1. ordens linezr differentialligning er givet ved
x'(t) +2x(t) =30+8t, teR. (16-19)

Lad os forst forsege at gaette en partikuleer losning. Da hejresiden er et 1. grads polynomium
kan man med den givne venstreside, hvor der kun skal differentieres og ganges med 2, for-
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mode at et 1. grads polynomium kan vare en losning. Vi forseger derfor at indseette et
vilkarligt 1. grads polynomium xo(¢) = b + at i differentialligningens venstreside:

xo(t) +2x0(t) = (b+at) +2(b+at) = a+2b+ 2at.

Vi sammenligner det opndede udtryk med den givne hejreside:
a+2b+2at = 30 + 8t
som er opfyldt for alle t € R netop nér
a+2b=30o0g21=8 & a=4 og b=13.
Vi har dermed fundet en partikuleer losning

xo(t) =13 +4t, t €R.

Vi loser herefter den tilsvarende homogene differentialligning
x'(t) +2x(t) =0, teR. (16-20)

Med brug af betegnelser fra seetning 16.9 har vi p(t) = 2 som har stamfunktionen P(t) = 2¢.
Den fuldsteendige losning bestar derfor af folgende funktioner hvor c er et vilkarligt reelt tal:

x(t) =ce ™, teR. (16-21)
Kort sagt:
Liom ={ce™®, teR|ceR}. (16-22)

Det er nu muligt at opstille den fuldsteendige lesningsmeengde til den inhomogene differen-
tialligning ved hjeelp af strukturseetningen:

Linhom = X0(t) + Lyom = { 13+ 4t +ce™, te R |ce R }.

ll Eksempel 16.15 Leasning med gzet og struktursaetningen

En inhomogen 1. ordens linecer differentialligning er givet ved
x'(t) +x(t) =1+sin(2t), t>0. (16-23)

Lad os forst forsege at geette en partikuleer losning. Da hejresiden bestar af en konstant plus
en sinusfunktion med vinkelfrekvensen 2, er det oplagt at geette pa en losning af typen

x(t) =k +acos(2t) + bsin(2t).



eNote 16 |||| 16.4 INHOMOGENE LIGNINGER L&ST MED GATTEMETODEN 12

Ved indseettelse af denne i differentialligningen fas:

—2asin(2t) + 2bcos(2t) + k 4+ acos(2t) + bsin(2t) = 1 + sin(2t)
< (2b+a)cos(2t) + (b—2a—1)sin(2t) + (k—1)1=0.

Da saettet (cos(2t),sin(2t),1) er linecert uatheengigt, er denne ligning opfyldt netop nar

2b+a=0,b—-2a—-1=0o0g k=1 @a:—é, b:% og k=1.
Vi har hermed fundet en partikuleer losning
2 1.
xo(t) =1— b cos(2t) + 5 sin(2t), t € R.

Da den tilsvarende homogene differentialligning

X'(H)+x(t) =0, t>0 (16-24)
klart har lesningsmaengden

x(t)=ce™!, t>0, (16-25)

far vi den fuldsteendige losningsmeengde til den givne inhomogene differentialligning ved
hjeelp af strukturseetningen:

Linhom = X0(t) + Lyom = { 1 — 3 cos(2t) + L sin(2t) +ce™!, t € R ‘ ceR}.

Som demonstreret i de tre foregdende eksempler er det oplagt at bruge gaettemetoden i
de inhomogene tilfeelde hvor man allerede kender en partikuleer lgsning eller nemt kan
finde én. Det kreever blot at man kan finde en stamfunktion P(f) til koefficientfunktio-

nen p(t).

Har man derimod ikke umiddelbar adgang til en partikulaer lesning, ma man i stedet
benytte den generelle losningsformel som sine steder gar under navnet Panserformlen.
Her slipper man for alt geetteri, til gengeeld skal man finde to stamfunktioner, den ene
er P(t) som ovenfor, mens den anden oftest er noget vanskeligere (om ikke umulig) at
finde idet man skal integrere et produkt af funktioner. I det felgende afsnit opstiller vi
den generelle losningsformel og diskuterer de neevnte problemer.
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16.5 Den generelle lgsningsformel

Vi betragter nu den generelle 1. ordens linezere differentialligning pa standardformen

X'(t)+p(t)x(t) =q(t), tel, (16-26)

Vi ensker at bestemme den fuldsteendige losning ved hjeelp af den folgende generelle
formel, som populeert kaldes Panserformlen.

lll Seetning 16.16  Panserformien

Lad p(t) og q(t) veere kontinuerte funktioner pa et dbent reelt interval I, oglad P(t)
veere en vilkdrlig stamfunktion til p(t) . Differentialligningen

X'(t)+ p(t)x(t) =q(t), tel (16-27)
har da lesningsmeengden

x(t) = e P(t) /ep(t)q(t)dt +ee PO teT (16-28)

hvor c er et vilkdrligt reelt tal.

Il Bevis

Det andet led i losningsformlen (16-28) identificerer vi som Ly, . Hvis vi kan vise at det
forste led er en partikuleer losning til differentialligningen, sé felger det af struktursaetningen
at vi med lesningsformlen har fundet den fuldsteendige losning til differentialligningen.

Forst ma vi naturligvis stille os det spergsmdl om det ubestemte integral der indgar i los-
ningsformen, overhovedet eksisterer. Det gor det! Se detaljeret begrundelse for det i beviset
for eksistens- og entydighedsseetningen, seetning 16.24 . At det forste led

xo(t) = e P /ep(t)q(t)dt

er en partikuleer losning, viser vi ved at gore prove: Vi indseetter det i differentialligningens
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venstreside, og ser at resultatet er lig med den givne hejreside.

!/
9(0)+ p() = (70 [ Ogttyar) +p(e)e ™ [ gt
— p(t)e "W / ePWg(t) dt + e POPO (1) + p(t)e PO / PO (1)t
=q(t).

Hermed er beviset gennemfort.

|l Bemaerkning 16.17

Ved brug af 16.10 fas det nemt at seetning 16.16 ogsa geelder hvis p(t) og q(t) er
kontinuerte komplekse funktioner af reel variabel med den tilfgjelse af den arbitreere
konstant c i sa fald er en kompleks konstant.

. Seetter man i g(t) = 0 i Panserformlen (16-27), forsvinder det forste led i (16-

S - | 28), tilbage er det andet led som er formlen (16-12) for homogene ligninger.

Q Derfor er Panserformlen en "‘generel formel" der bade deekker det homogene
og det inhomogene tilfeelde.

lll Opgave 16.18

I Panserformlen indgar det ubestemte / e’V g(t)dt , som star for en vilkarlig stamfunktion til

ef (t)q(t) . Gor rede for at det ikke har betydning for lesningsmeengden, hvilken stamfunktion
man velger at bruge, ndr man benytter formlen.

Vi tager nu et par eksempler med brug af Panserformlen. Da den indeholder et ubestemt
integral over et produkt af funktioner, far man ofte brug for partiel integration, hvilket
det andet eksempel demonstrerer.
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lll Eksempel 16.19 Lesning med Panserformlen

Givet er differentialligningen

(1) + %x(t) _ g — ? 0. (16-29)
Med betegnelserne i Panserformlen har vi p(t) = # og ¢(t) = 8t — 12 En stamfunktion til
p(t) er givet ved:
P(t) = 2Int. (16-30)
Vi har da 1
e P(t) — g=2Int _ Jn(t7?) _ 42 (16-31)
12

Af dette folger, at e”") = 2. Nu bruges Panserformlen:
x(t) =e P /ep(t)q(t) dt 4 ce ")
17, 10 1
—  [8° — 100 dt + (16-32)
= n (8t —10t)dt +c 2
1
= (2" =51 +c)
x(t) =2t2—5+t£2, t>0.
Den fuldsteendige losning bestar af disse funktioner hvor ¢ er et vildrligt reelt tal. Kort sagt:

Ligon = { %(t) =22 =5+ 5, t >0 | ceR}. (16-33)

lll Eksempel 16.20 Legsning med Panserformlen

Vi skal lose differentialligningen

() — %x(t) — Psin(2), 0. (16-34)

Med betegnelserne i Panserformlen har vi p(t) = —1 og g(t) = ?sin(2t). En stamfunktion
til p(t) er givet ved:

P(t) = —Int. (16-35)

Vi har da 1
— elnf =t Og eP(t) — e_lnt — (elnt)_l = ? . (16'36)
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Nu bruges Panserformlen:
x(t) = e PO / " (t) dt + ce P
=t / %tz sin(2t) dt + ct
= t/tsin(Zt) dt +ct.
Vi laver nu en mellemregning hvor vi bruger partiel integration til at finde stamfunktionen.
. 1 1
/tsm(2t)dt = —Etcos(Zt) — / —5 cos(2t) dt
= —ltcos(Zt) + 1 /Cos(Zt) dt
2 2
= —ltcos(Zt) + 1 sin(2t)
2 4 '
Og vender tilbage til udregningen
x(t) = t/ Fsin(2t) dt + ct
1 1.
=t —Etcos(Zt) ta sin(2t) | +ct
1, 1, .
x(t) = _Et cos(2t) + thsm(Zt) +ct t>0.
Den fuldsteendige losning bestar af disse funktioner hvor c er et vilarligt reelt tal. Kort sagt:

Linhom = { x(t) = —3t2cos(2t) + jtsin(2t) +-ct, t >0 | c€R}. (16-37)

Indtil nu har vi beskeeftiget os med den fuldsteendige losning til differentialligningen.
Ofte er man interesseret i at gd et skridt videre og finde en bestemt losning som i en
given veerdi af ¢ antager en ensket funktionsveerdi, et sakaldt begyndelsesvaerdiprob-
lem. Det behandler vi i naeste afsnit.

16.6 Begyndelsesveerdiproblemer

Vi ser pd en 1. ordens linezer differentialligning pa standardformen
X'(t)+p(t)x(t) =q(t), tel. (16-38)

Hvis vi skal bruge en lesning til differentialligningen som i en bestemt veerdi af ¢ an-
tager en gnsket funktionsveerdi, opstdr spergsmadlene: 1) Findes der overhoveddet en
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losning som opfylder det enskede og 2) Hvis ja, hvor mange losninger er der sa? Inden
vi besvarer sporgsmadlet generelt, ser vi pa et par eksempler.

lll Eksempel 16.21 Et begyndelsesvaerdiproblem

I eksempel 16.13 fandt vi den fuldsteendige losning til differentialligningen
x'(t)+tx(t) =t, teR. (16-39)

nemlig
x(H) =14ce 2", teR

hvor ¢ er et vilkarligt reelt tal.

Vi vil nu finde den losning xo(t) som opfylder begyndelsesverdibetingelsen x((0) = 3. Det
sker ved at indseette begyndelsesvaerdien i den fuldsteendige losning, hvorved ¢ bestemmes:

%0)=1+cez7” =14c=3& c=2. (16-40)
Derfor er den betingede losningsfunktion til differentialligningen givet ved
x(t) =1+2e72", teR. (16-41)

Figuren nedenfor viser graferne for de syv lesninger som svarer til begyndelsesveerdi-
betingelserne xo(0) = b hvor b € {—3,—-2,-1,0,1,2,3} . Den losning vi netop fandt, er
den overste. De gvrige findes pa samme made.

(=1
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lll Eksempel 16.22 Et begyndelsesvaerdiproblem

I eksempel 16.19 fandt vi den fuldsteendige losning til differentialligningen

2 1
x'(t) + ¥x(t) =8t — 70, t>0, (16-42)

nemlig .
x(t) :2t2—5+t—2, t>0

hvor c er et vilkarligt reelt tal.

Vi vil nu finde den losning xo(f) som opfylder begyndelsesveerdibetingelsen xo(1) = 2. Det
sker ved at indseette begyndelsesveerdien i den fuldsteendige losning, hvorved ¢ bestemmes:

xo(l):2-12—5+1%2—5—|—c:2(:)c:S. (16-43)

Derfor er den betingede losningsfunktion til differentialligningen givet ved

5

xo(t):2t2—5+t—2, t>0. (16-44)

Figuren nedenfor viser graferne for de syv lesninger som svarer til begyndelsesveerdi-
betingelserne x¢(0) = b hvor b € {—4,—-3,—-2,—1,0,1,2} . Den losning vi netop fandt,
er den overste. De gvrige findes pa samme made.
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lll Eksempel 16.23 Det stationzere svar

I eksempel 16.15 fandt vi den fuldsteendige losning til differentialligningen

x'(t) +x(t) =1+sin(2t), +>0 (16-45)
nemlig
x(t)=1-— %cos(Zt) + % sin(2t) +ce”f, t>0. (16-46)

Vi viser her en raekke losninger med begyndelsesveerdier fra -1 til 3 for ¢t = 0 :

Figuren antyder at alle losninger naermer sig en periodisk svingning nar t — oo. At dette er
tilfeeldet ses af differentialligningens lesningsmeengde hvor det fierde led ce™ uanset valg af
c er forsvindende pd grund af den negative eksponent. De forste tre led udger det stationaere
svar.

I de tre foregdende eksempler havde vi ikke problemer med at finde en losning pa differ-
entialligningen som opfyldte en given begyndelsesveerdibetingelse. Faktisk sa vi at der
for hver af de betragtede begyndelsesveerdibetingelser fandtes netop én lgsning som
opfyldte den. At dette geelder helt generelt, viser vii den folgende seetning.
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Il Seetning 16.24 Eksistens og entydighed af lasninger
Givet differentialligningen
X'(t)+ p(t)x(t) =q(t), tel (16-47)

hvor I er et dbent interval og p(t) og g(t) er kontinuerte funktioner pa I. Da
geelder:

Til ethvert talseet (to, b) findes der netop én (partikuleer) losning x((#) til differential-
ligningen som opfylder begyndelsesvaerdibetingelsen

xo(tp) =D. (16-48)

|l Bevis

Vi har fra seetning 16.16 at lesningsmaengden til differentialligningen (16-47) er givet ved
x(t) = e P /ep(t)q(t)dt +ce P (16-49)

hvor c er et vilkarligt reelt tal.

Lad os ferst undersoge det ubestemte integral der indgar i formlen. Findes det? Det svarer til
at sporge: Findes der en stamfunktion til den funktion som stdr under integrationstegnet. Vi
ma starte med p(t) . Da den er kontinuert, har den en stamfunktion som vi kalder P(t).Som
stamfunktion er P(t) differentiabel og dermed kontinuert. Da ogsa eksponentialfunktionen
er kontinuert, er den sammensatte funktion e’ () kontinuert. Endelig, da g(t) er kontinuert,
er produktet e”Vg(t) kontinuert.

Hermed er det vist at funktionen under integrationstegnet er kontinuert. Derfor har den
en stamfunktion. Ja, uendeligt mange stamfunktioner, som kun adskiller sig fra hinanden
med en konstant. Vi veelger en vilkdrlig af dem og kalder den F(t). Vi kan nu reformulere
losningsformlen som

x(t) = e PWE(t) + ce P (16-50)

hvor c er et vilkarligt reelt tal. Vi indseetter nu begyndelsesvaerdibetingelsen:

x(to) = efp(tO)F(tO) _|_ Cefp(tﬂ) — b D — F(to) _|_ befp(to)
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hvor vi ferst gangede med e’ pa begge sider af lighedstegnet og derefter isolerede c.
I den samlede losningsmaengde findes der altsa netop én lesning der opfylder den givne
begyndelsesveerdi betingelse, nemlig den der fremkommer ndr vi i (16-50) indseetter den
fundne veerdi af c.

Hermed er beviset gennemfort.

lll Opgave 16.25

Lad os igen betragte den lineaere afbildning f : C'(I) — C°(I) som repreesenterer venstres-
iden i en 1. ordens lineare differentialligning. Vi ved at ker(f) er éndimensional og har

P()

basisvektoren e '". Men hvad er s billedrummet for f?

flx()) = () + p(t)x(t) (16-51)

"s

Vi afslutter dette afsnit med et eksempel der viser hvordan det er muligt at
fra en given losningsmangde til den differentialligning den loser.

ga bagleens"

lll Eksempel 16.26  Fra lgsning til differentialligning

Losningsmeengden til en linecer 1. ordens inhomogen differentialligning er givet ved

Bestem den tilherende differentialligning, som har formen

‘ Livhom = {x(t) =tedtct, t>0 ‘ ceE IR} . (16-52)

x'(t) + p(t)x(t) = q(t). (16-53)

(Altsa bestem p(t) og g(t)).

Forst betragtes den tilsvarende homogene differentialligning. Vi spotter straks via struk-
turseetningen at
Lyom = { x(t) = ct, t>0‘c€IR}
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Ved indseettelse af x(t) = ct i den homogene differentialligning x'(t) + p(t)x(t) = 0 fas
c+p(t)et =0, (16-54)

og da denne ligning skal geelde for alle ¢

p(t) = e (16-55)

Da vinu kender p(t), mangler vi kun at bestemme hejresiden ¢(t) . Ok, den finder vi ved at
indseette den partikuleere losning x(t) = te™ i differentialligningens venstreside.

e —5te ™ — % te™ = —5te > = g(t). (16-56)
Da nu béade p(t) og q(t) er bestemt, er hele differentialligningen bestemt:

1
x'(t) — ?x(t) = —5te ™, t>0. (16-57)

16.7 Endeligt dimensionalt definitionsrum

I visse situationer ved man i forvejen hvilke typer af losninger pa differentialligningen
man er interesseret i at finde. Man kan derfor velge at indskraenke definitionsrummet
C!(R) . Vi afslutter denne eNote med et eksempel hvor definitionsrummet er et endeligt
dimensionalt underrum i C!(R) hvilket giver anledning til introduktion af matrixme-
toder.

lll Eksempel 16.27 Legsning ved matrixregning

Der er givet differentialligningen
X'(8) 4+ (1 —2t)x(t) = 7t — 413, (16-58)

I dette eksempel er vi kun interesseret i losninger der tilherer polynomiumsrummet P> (R),
dvs. det underrumi C'(R) som har monomiebasen (1,t,#?).

For at finde billedrummet f (P>(R)) ved den linezere afbildning f som repreesenterer differ-
entialligningens venstreside, bestemmer vi forst billederne af basisvektorerne:

f(1)=1-2t, f(t) =1+t —2t> og f(t?) =2t + 1> —2t>.
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Idet P;(IR) har monomiebasen (1,t,t2, %), og de fundne billeder ligger i dens udspeending,
ser vi at billedrummet f (P>(R)) er et underrumi P3(R).

Vi skal lose ligningen
flx(t)) =7t — 48

som kan udtrykkes pd matrixform ved
Fx=>b

hvor F er afbildningsmatricen for f med hensyn til monomiebaserne i P»(R) og P;(R),
x er koordinatmatricen for det ukendte polynomium med hensyn til monomiebasen i
P(R), og b er koordinatmatricen for differentialligningens hejreside med hensyn til
monomiebaseni P3(R).

Differentialligningen kan dermed loses som et inhomogent linezert ligningssystem. De forste
tre sojler i ligningssystemets totalmatrix T udgeres af F, mens den fjerde sojleer b :

1 1 0 0 100 -1
2 1 2 7 010 1
T=1 5 5 1 o >m@M=1y 4 >
0 0 -2 -4 000 0

Da rangen af T ses at veere 3, har differentialligningen kun én losning. Da fjerde sgjle i
trap(T) angiver losningens koordinatvektor med hensyn til monomiebasen i P>(R), kan
lgsningen umiddelbart afleeses

xo(t) = =1+t 42>,

lll Opgave 16.28

1. Les differentialligningen i eksempel 16.27 ved geettemetode eller Panserformlen.

2. Hvordan adskiller lesningsmeengden sig fra den der blev fundet i eksemplet?
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lll Opgave 16.29
Erstat hojresiden i differentialligningen i eksempel 16.27 med funktionen g(t) = 1.

1. Vis ved matrixregning at differentialligningen ikke har en lesning inden for det i ek-
semplet givne underrum P> (R).

2. Find med Maple (eller anden software) den losning xo(t) til differentialligningen som
opfylder begyndelsesverdibetingelsen xy(t) = 0 og tegn den.
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