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|l eNote 12

Lineaere Afbildninger

Denne eNote undersoger afbildninger mellem vektorrum af en bestemt type, nemlig lineaere
afbildninger. Det vises, at kernen 0g billedrummet for lineaere afbildninger er underrum i
henholdsvis definitionsrummet og dispositionsrummet. Ndr definitionsrummet 0g
dispositionsrummet har endelig dimension, og der er valgt en basis for hver af dem, kan
sporgsmil vedrorende lineeere afbildninger standardiseres. I sd fald kan en lineeer afbildning
udtrykkes som et produkt mellem en sikaldt afbildningsmatrix og koordinaterne for de vektorer,
der onskes afbildet. Da afbildningsmatricer afhaenger af de to valgte baser, beskrives det,
hvordan afbildningsmatricerne aendres, ndr en af baserne eller de begge udskiftes med andre.
Forudsatninger for eNoten er viden om lineeere ligningssystemer, se eNote 6, matrixalgebra, se
eNote 7, 0g vektorrum, se eNote 11.

Opdateret 05.11.21 af Karsten Schmidt.

12.1  Om afbildninger

En afbildning er en forskrift f, der til et element i en meengde A knytter et element i en
meengde B, og forskriften skrives f : A — B. A kaldes definitionsmangden og B disposi-
tionsmeengden.

CPR-nummerering kan betragtes som en afbildning af meengden af statsborgere i Dan-
mark ind i R!Y. Hvert af de ti cifre i CPR-nummeret tilherer nemlig det reelle talrum.
Man siger, at der er en 10-dobbelt uendelighed af elementer i dispositionsmeengden
R?. Men selvom hvert ciffer tilhorer det reelle talrum, kan de hver iser ikke antage
alle reelle tal (fx bruges der ikke negative tal). Derfor bliver der kun benyttet en langt
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mindre delmangde af dette meget store 10-dimensionelle talrum, nemlig ca. fem mil-
lioner! De elementer i R'?, som pa et givet tidspunkt er i brug, kaldes billedmaengden
eller vaerdimaengden for CPR-afbildningen.

En enkel type af afbildninger er elementeere funktioner af typen f : R — R. Pilen —
udtrykker her, at f til ethvert reelt tal x knytter et andet reelt tal y = f(x) . Betragt for
eksempel den kontinuerte funktion

1
x = f(x) = 5 x?—2. (12-1)
Her har forskriften form af en regneprocedure: Seet tallet i anden, gang det med en halv,

og treek 2 fra. Reelle funktioner har en stor fordel i, at deres graf { (x,y)|y = f(x) }
kan tegnes og give et godt overblik over afbildningen, se Figur 12.1.

Figur 12.1: Graf for funktion x — % x2—2

Typiske sporgsmal i forbindelse med elementeere funktioner kommer igen i forbindelse
med mere avancerede afbildninger. Lad os derfor indledningsvis kigge pd nogle af de
vigtigste opgavetyper:

1. Bestem nulpunkterne for f. Det betyder, at vi skal finde alle x, for hvilke f(x) = 0.
I eksemplet herover er svaret x = —2 og x = 2.

2. Los for et givet b ligningen f(x) = b. For b = 6 er der i eksemplet herover de to
losninger x = —4 og x = 4.

3. Bestem billedmaengden (eller vaerdimeengden) for f . Vi skal finde alle de b, for hvilke
ligningen f(x) = b har en losning. I eksemplet er billedmaengden [ —2; o0 [.
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Alle tre ovenstdende resultater afleeses tydeligt af grafen pd Figur 12.1.

I denne eNote ser vi pa definitionsmengder og dispositionsmaengder som er vektor-
rum. De kaldes derfor definitionsrum og dispositionsrum. En atbildning f : V — W
knytter til enhver vektor x i definitionsrummet V en vektor y = f(x) i dispositionsrummet
W. Alle de vektorer i W, som er billede ved f af en vektor i V', udger billedmeengden.
Hvis f er en linear atbildning (emnet for denne eNote) er billedmangden et underrum
i dispositionsrummet (jf. seetning12.11), og vi kalder i sd tilfeelde billedmeaengden for et
billedrum.

lll Eksempel 12.1  Afbildning fra vektorrum til vektorrum

En afbildning g : R*?*® — R2*2 er givet ved
g(X) =XX". (12-2)
Der geelder for eksempel, at

10
0 3
2 0

3]

Definitionsrummet er R2*3, dispositionsrummet er R2%2, og det ses at [ g (9) } tilherer billed-

mengden. Opgave: Vis at billedmeengden i tilfeeldet g ikke er et billedrum.

12.2 Eksempler pa linezere afbildninger i planen

Vi undersoger i det folgende en afbildning f , der har maengden af geometriske vektorer
i planen som bade definitionsrum og dispositionsrum. Denne afbildning f er givet ved

f(x) = 2%, (12-3)
hvor vi ved x forstdr tvaervektoren til en given geometrisk vektor x . Til enhver vektor i

planen er der altsd knyttet dens tveervektor multipliceret (forleenget) med 2. Pa Figur
12.2 er der tegnet to vektorer u og v og deres billeder f(u) og f(v).
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f(v)

0 u

Figur 12.2: To vektorer (bla) og deres billeder (rede)

Figur 12.2 giver anledning til et par interessante spergsmal: Hvordan afbildes sumvek-
toren u + v? Mere preecist: Hvordan forholder billedvektoren f(u + v) sig til de to
billedvektorer f(u) og f(v)? Og hvad er relationen mellem billedvektorerne f(ku) og

f(u), nér k er et givet reelt tal?

g
2

Figur 12.3: Konstruktion af f(u + v) og f(ku).

Som antydet pa figur 12.3 opfylder f to meget enkle regler:
flutv) = f(u) + f(v) og f(ku) =k f(u).

Ved hjeelp af de velkendte regneregler for tvaervektorer
Lutv=a+7% og

—

2. ku =kt

(12-4)
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kan vi nu bekreefte pdstanden (12-4):

flu4v) =2u4v=2(a+79) =20 +2¢
= f(u) + f(v)
f(ku) = 2ku = 2kt = k(2a)
=kf(u).

lll Opgave 12.2

En afbildning f; af plane vektorer er givet ved fi(v) = 3v, se figur 12.4.

f(v)=3v

Figur 12.4: Skalering af vektor
Tegn en figur, der illustrerer, at f; opfylder reglerne (12-4).

lll Opgave 12.3

I planen er der givet en linje / gennem origo. En afbildning f, spejler vektorer afsat ud fra
origoil, se figur 12.5.

f(v)

Figur 12.5: Spejling af vektor

Tegn en figur, der illustrerer, at f, opfylder reglerne (12-4).
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lll Opgave 12.4

En afbildning f3 drejer vektorer afsat ud fra origo vinklen t omkring origo mod uret, se figur
12.6.

0]

Figur 12.6: Drejning af vektor

Tegn en figur, der demonstrerer, at f3 opfylder reglerne (12-4).

Alle afbildninger, der har veret berert i dette afsnit, er lineere, fordi de opfylder (12-
4). Vi tager nu sporgsmadlet om linecere afbildninger mellem vektorrum op til generel
behandling.

12.3 Lineaere afbildninger

lll Definition 12.5 Lineaer afbildning

Lad V og W veere to vektorrum over I, og lad IL betegne enten IR eller C. En af-
bildning f : V. — W kaldes linear, hvis den for alle u,v € V og alle skalarer k € IL
opfylder de felgende to linearitetsbetingelser:

Li: flu+v) = f(u)+ f(v).
Ly: f(ku) =k f(u).

V kaldes definitionsrummet og W dispositionsrummet for f .
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Ved at seette k = 0 i linearitetsbetingelsen L, i definition 12.5 ses det, at
\‘Q' - £(0) =0. (12-5)
Der geelder med andre ord for enhver lineeer afbildning f : V. — W, at nul-
vektoren i V afbildes i nul-vektoreni W'.
Billedet af en linearkombination bliver pa en meget enkel mdde en linearkom-
y , | bination af billederne af de vektorer, der indgar:

Q flkivi +kovo + ...+ kpvp) = kif(vi) +haof (Vo) +...+ kpf(vp).  (12-6)

Dette resultat fas ved gentagen anvendelse af L; og L.

Bemeerk ligheden mellem linearitetsbetingelserne Ly og L, i definition 12.5 og
7 f\ stabilitetskravene 1 og 11 i seetning 11.1. Men husk ogsa forskellen: linearitets-
K 2 | betingelserne er til at teste, om en afbildning er liner, mens stabilitetskravene er
til at teste, om et rum er et vektorrum.

lll Eksempel 12.6 Lineeer afbildning

En afbildning f : R? — R* er givet ved forskriften
f(xl, xz) = (0, X1, X2, X1 + Xz) . (12-7)

R? og R* er reelle vektorrum, og vi underseger, om f er linezer. Vi tester forst venstresiden
VS og hejresiden HS af L; med vektorerne (1,2) og (3,4):

VS:  f((1,2)+(3,4)) = f(4,6) = (0,4,6,10).
HS: f£(1,2) + f(3,4) = (0,1,2,3) + (0,3,4,7) = (0,4,6,10) .

VS = HS, sd L, er opfyldt i dette tilfeelde. Derneest testes L, med vektoren (2,3) og skalaren
5:

VS:  f(5-(2,3)) = £(10,15) = (0,10,15,25) .
HS: 5-f(2,3)=5-(0,2,3,5) = (0,10,15,25).

Igen er VS = HS. Undersogelsen tyder umiddelbart pd, at f er lineaer, men kun for disse
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eksempler. Dette vises nu generelt. Forst testes Li:

VSt f((x1,22) + (y1,02) ) = f(x1 +y1, %2+ y2)
=(0,x1 +y1, %2 +y2,x1+ X2+ Y1 +12)
HS:  f(x1,x2) + f(y1,v2) = (0,x1, %2, x1 + x2) + (0, ¥1, Y2, ¥1 + 2)
= (O,X1 +y1, X+ Y2, x1+x2+ 11 +]/2) .

Derneest testes Lo:

VS f( (xl,xz)) k x1,k'x2):(0 k~x1,k-x2,k'x1—i—k~x2)
HS: k- f(xl,xg) = (0 X1, X2, X1 —{-XZ) (O,k x1,k-x2,k-x1+k- XQ) .

Hojre- og venstreside er ens i begge tilfeelde, sd f opfylder begge linearitetsbetingelser og er

derfor linecer.

lll Eksempel 12.7  Afbildning, som ikke er linezer

I eksempel 12.1 betragtede vi afbildningen g : R>*3 — R2*? givet ved
Y =g(X) = XX". (12-8)

At denne afbildning ikke er lineaer, kan man dokumentere ved at finde blot ét eksempel, hvor
enten L; eller L, ikke geelder. Nedenfor gives et sddan eksempel pa en matrix X, der med en
skalar 2 ikke opfylder g(2X) =2g(X):

O (R AR | R

00

e a(y o o) =28 8 3o o] -of3 8]-[2 9]

00

men

Derfor opfylder g ikke linearitetsbetingelse L, og g er ikke linezer.

|l Eksempel 12.8 Lineeer afbildning

Der er givet en afbildning f : P,(R) — R ved forskriften

‘ F(P(x)) =P'(1). (12-9)

Til ethvert andengradspolynomium er altsa knyttet dets tangentheeldning i x = 1.
Er f en lineeer afbildning?
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Et vilkarligt andengradspolynomium P(x) kan opskrives ved P(x) = ax? + bx + ¢, hvora, b
og ¢ er reelle konstanter. Da P'(x) = 2ax + b, mé& hejresiden af afbildningen veere P/(1) =
2a-14+b=2a+b:

f(P(x)) =2a+b.

Hvis vi seetter P (x) = a;x? + byjx + ¢1 og Po(x) = axx? + byx + ¢z, far vi

F(Pi(x) +Pa(x)) = f( (a1 + a2)x* + (b1 + ba)x + (c1 +2))
= (2(a1 +a2) + (b1 + b2) )
= (2ay + by) + (24, + by)
= f(Pi(x)) + f(P2(x)) -

Endvidere geelder for ethvert reelt tal k og ethvert andengradspolynomium P(x):

f(k-P(x)) = f(k-ax* +k-bx+k-c)
=2k-a+k-b)=k-(2a+0b)
=k-f(P(x)).

Det er hermed vist, at f opfylder linearitetsbetingelserne L; og Ly, og at f dermed er en
lineeer afbildning.

lll Opgave 12.9

Ved C®(R) forstds vektorrummet, som bestér af alle funktioner f : R — R, der kan differ-
entieres et vilkarligt antal gange. Et eksempel (blandt uendeligt mange) er sinus-funktionen.
Betragt afbildningen D : C*(R) — C®(R), som til en funktion f € C®(R) knytter dens
afledte:

Vis, at D er en lineeer afbildning.

12.4 Kerne og billedrum

Nulpunkterne eller rodderne for en elementeer funktion f : R — R er alle de reelle tal x,
som opfylder f(x) = 0. Det tilsvarende begreb for linezere afbildninger kaldes kernen
og betegnes ker(f).

Billedmeengden (eller veerdimeengden) for en elementeer funktion f : R — IR er alle de
reelle tal b, hvortil der findes et reelt tal x saledes, at f(x) = b. Som neevnt tidligere
kaldes det tilsvarende begreb for linezere afbildninger billedrummet. Lad os straks ret-
teerdiggoere, at ordet rum optreeder her. Det er nemlig sdledes, at kernen er et underrum
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i definitionsrummet, mens billedrummet er et underrum i dispositionsrummet. Dette
viser vi nu.

Il Definition 12.10  Lineeer ligning. Kerne og billedrum

Givet to vektorrum V og W. En ligning pd formen
f(x)=b (12-10)
hvor f:V — W er en lineeer afbildning og b € W kaldes en lineer ligning.

Lad f:V — W veere en lineeer afbildning.
Ved kernen for f forstas losningsmeengden for den linezere ligning f(x) =0 :

ker(f)={xe V| f(x)=0cW}. (12-11)

Ved billedrummet f(V) for f forstds meengden af vektorer b € W for hvilke den
lineeere ligning f(x) = b har mindst én lesning;:

f(V) ={b € W|Der findes mindst ét x € V, hvor f(x) =b} . (12-12)

Il Seetning 12.11  Kernen og billedrummet er underrum
Lad f: V — W veere en linecer afbildning. Der geelder:
1. Kernen for f er et underrumi V.

2. Billedrummet f (V) er et underrumi W.

Il Bevis

Forste punkt

Vi skal ifelge seetning 11.47 vise, at kernen for f opfylder stabilitetskravene. Antag, at
x1,X2 € Vog f(x1) = f(x2) = 0, og at k er en vilkdrlig skalar. Da der (ved brug af L,
da vi forudseetter, at f er lineeer) geelder:

fxi+x2) = f(x1) + f(x2) =0+0=0,
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er kernen for f stabil med hensyn til addition. Da der endvidere (med brug af L, ) geelder:

f(kxl) = kf(xl) =k0= 0,

er kernen for f ogsa stabil med hensyn til multiplikation med skalar. Samlet er det dermed
vist, at kernen for f er et underrumi V.

Andet punkt

Vi skal vise, at billedrummet f (V') opfylder stabilitetskravene. Antag, at vektorerne b; og b,
tilherer billedrummet, b; € f(V) og by € f(V), og at k er en vilkérlig skalar. Der findes ifelge
definition 12.10 vektorer x; € V og xa € V, som opfylder f(x;) = by og f(x2) = by. Vi skal
vise, at der findes et x € V, s& f(x) = by + by . Det gor der, da vi blot kan tage x = x; + x2,
for sa geelder:

fO) = fla+x) = f(a) + f(x) = b1 +by.

Hermed er det vist, at f(V) er stabil med hensyn til addition. Vi skal nu pa lignende made
vise, at der findes et x € V, s& f(x) = kb . Vi veelger x = kx; , s& der geelder

f(x) = fkx1) = kf(x1) = kb,

hvoraf det fremgar, at f(V) er stabil med hensyn til multiplikation med skalar. Samlet er det
vist, at begge stabilitetskrav er opfyldt, sa f(V) er et underrumi W.

Men hvorfor er det sd interessant, at kernen og billedrummet for en lineeer afbildning
er underrum? Svaret er, at det bliver enklere at beskrive dem, nar vi ved, at de har
vektorrumsegenskaber, og dermed pa forhdnd kender deres struktur. Seerligt elegant er
det, ndr vi kan bestemme kernen og billedrummet ved at angive en basis for dem. Dette
forseger vi i det naeste eksempel.

lll Eksempel 12.12 Bestemmelse af kerne og billedrum

En lineeer afbildning f : R® — R? er givet ved forskriften
f(x1,x2, X3) = (x1 +2x0 +x3,—x1 — 2xp — X3> . (12—13)

Bestem kernen ker( f) og billedrummet f(IR?) for f.

Det er givet, at f er linezer, sa det behover vi ikke at undersoge.

Bestemmelse af kernen



eNote 12 |||| 12.4 KERNE OG BILLEDRUM 12

Vi skal lese ligningen
f(X)=0<:>[ x1+2x2+x3:|

0
o] = [ 0] : (12-14)

Dette er et lineeert ligningssystem bestdende af to ligninger med tre ubekendte. Det har

totalmatricen
1 2 1 0 1 210
T_[—l 2 1 o]_”rap(T)_[o 0 0 0]’

Vi ser, at ligningssystemet har losningsmaengden

X1 -2 -1
X | =H 1({+1t 0 , h1,t € R.
X3 0 1

Losningsmaengden er udspeendt af to lineeert uatheengige vektorer. Vi kan derfor konklud-
ere, at kernen for f er et 2-dimensionalt underrum i definitionsrummet R3, som kan beskrives
ved en basis.

En basis for kernen er: ((—2,1,0),(-1,0,1)).

N
\Q -
Bestemmelse af billedrummet

Vi skal finde alle de resulterende vektorer (billeder) b = (by, b2), for hvilke folgende ligning
har en lgsning:

Der er altsa en hel plan af vektorer i rummet, som ved indseettelse i forskriften giver
billedet 0. Denne basis angiver dem alle.

(12-15)

f(x):b<:>[ x1+2x2+x3:|_[b1].

—X1 —23(,‘2 — X3 a bg

Bemeerk, at det ikke er x1, xo og x3, vi leder efter, som vi ellers plejer i sddan et

70 ) ligningssystem. Derimod er det hejresidens by og by, som vi vil bestemme netop i de

a/ tilfeelde, hvor der ér losninger! For nar systemet har losninger for en bestemt hojreside,
sd md denne hojreside veere med i billedmeengden, som vi netop leder efter.

Det linezere ligningssystem har totalmatricen og trappeformen

121 by

1 2 1h -
T—[_ }_”rapm_[o 00 bi+b)

1 -2 -1 b

Hvis by + by, = 0, altsd hvis by = —by, har ligningssystemet uendeligt mange losninger.
Hvis derimod b; + by # 0, er der ingen losninger. Alle de b = (b1, by) € R?, som er billeder
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af mindst ét x € R3, skal altsd opfylde b; = —b, . Vi kan betragte by som en fri parameter, og
losningsmeengden kan opskrives som

by| -1
=]
Vi konkluderer, at f(V) er et 1-dimensionalt underrum i R?, som kan beskrives ved en basis.

En basis for billedrummet er: ((—1,1)).

lll Opgave 12.13 Bestemmelse af kerne og billedrum

I eksempel 12.8 blev det vist, at afbildningen f : P>(R) — R givet ved forskriften

f(P(x)) =P(1) (12-16)

er lineaer. Kernen for f bestar af alle andengradspolynomier, der har billedet 0, altsd alle dem,
der opfylder P’(1) = 0. Grafen for to, der opfylder dette, er vist pa figuren.

\

‘ Bestem kernen for f.

I eNote 6 er ssmmenhaengen mellem lgsningsmeengden for et inhomogent linezert lign-
ingssystem og lesningsmeengden for det tilsvarende homogene ligningssystem praesen-
teret i strukturseetningen 6.37. Vi viser nu at der geelder en tilsvarende sammenhaeng
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for alle lineeere ligninger.

| Seetning 12.14  Struktursaetning for linezere ligninger

Lad f : V — W veere en lineeer atbildning og b en vilkarlig egentlig vektori W.
Lad endvidere x veere en vilkarlig (sakaldt partikuleer) lasning til den inhomogene
linezere ligning

f(x)=b. (12-17)
Da er den fuldsteendige losning L;, 5., til den linezere ligning givet ved
Linhom = {X = Xp + X1 ‘ X1 € ker(f) } p (12-18)
eller kort skrevet
Linhom = %o + ker(f). (12-19)

|l Bevis

Seetningen rummer to pdstande. Den ene er at summen af x og en vilkarlig vektor fra ker(f)
tilherer Li,;om - Den anden er at en vilkarlig vektor fra L;,j,5, kan skrives som summen af xg
og en vektor fra ker(f) . Vi viser de to pastande hver for sig:
1. Antag x; € ker(f). Da geelder med brug af linearitetsbetingelse L; :
f(x14+x0) = f(x1)+ f(x0) =0+b=D>b (12-20)
hvorved vist at ogsd x; + xg er en lgsning til (12-17).
2. Antag at x € Ly - Da geelder med brug af linearitetsbetingelse L; :
f(x2—x0) = f(x2) — f(x0) =b—b =0 x — xg € ker(f). (12-21)
Der findes dermed en vektor x; € ker(f) som opfylder
Xo — X0 = X] < X2 = Xg + X1 (12-22)

hvorved vi har opskrevet x; pa den enskede form. Beviset er hermed fuldfort.
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lll Opgave 12.15

Betragt afbildningen D : C®°(R) — C*(IR) fra Opgave 12.9 som til en funktion f € C*(R)
knytter dens afledte:

D(f(x)) = f'(x).

Opskriv den fuldsteendige losning til den inhomogene linezere ligning

og fortolk den i lyset af strukturseetningen.

12.5 Afbildningsmatrix

Alle lineeere afbildninger fra et endeligt-dimensionalt definitionsrum V til et endeligt
dispositionsrum W lader sig beskrive ved hjeelp af en afbildningsmatrix. Forudseetningen
er blot, at der veelges en basis for badde V og W, og at vi overgar fra vektorregning til
regning med vektorernes koordinater med hensyn til de valgte baser. Den store fordel
ved dette setup er, at vi kan opstille generelle regnemetoder for alle linezere afbildninger
mellem endeligt-dimensionale vektorrum. Det ser vi pd senere i afsnit 12.6. Men nu
drejer det sig om, hvordan man opstiller atbildningsmatricer.

Lad A veere en reel eller kompleks (m x n)-matrix. Vi betragter en afbildning f : IL” —
L™, som er beskrevet ved et matrix-vektorprodukt:

f(x) = Ax. (12-23)

Ved at benytte regneregler for matrixprodukt, se seetning 7.13, opnar vi for ethvert valg
af x1,x2 € R" og enhver skalar k:

f(X1 + Xz) =A (X1 + Xz) = Ax; + Axp = f(Xl) +f(X2)

f(kxl) =A (kxl) = k(AXl) = kf(xl) .

Vi ser, at afbildningen opfylder linearitetsbetingelserne L1 og L, . Enhver afbildning af
formen (12-23) er derfor linezer.
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lll Eksempel 12.16  Matrix-vektor produkt som linezer afbildning

Y1 1 2 X X1+ 2xp
Yo | = 3 4 [Xl :| = | 3x1 +4x;
Y3 6 2 5X1 + 6x7

angiver en linezer afbildning fra vektorrummet R? til vektorrummet R3 .

Udtrykket

Q1

Men ogsa det modsatte geelder: Enhver linecer afbildning mellem endeligt-dimensionale
vektorrum kan skrives som et matrix-vektorprodukt pd formen (12-23), hvis vi erstatter
x og y med deres koordinater med hensyn til en valgt basis i definitionsrummet hen-
holdsvis dispositionsrummet. Dette viser vi i det folgende.

Vi betragter en linecer afbildning f : V — W, hvor V er et n-dimensionalt og W et
m-dimensionalt vektorrum, se figur 12.8.

V meddim=n W med dim=m

f

X /\\/ﬂ;)

a-basis: (az, az, ..., an ) c-basis: (cy, C2, ..., Cm )

Figur 12.8: Linezer afbildning

For V er der valgt en basis a og for W en basis c. Det betyder, at en given vektor x € V
kan skrives som en unik linearkombination af a-basisvektorerne, og at billedet y = f(x)
kan skrives som en unik linearkombination af c-basisvektorerne:

X =Xx1a1 +X2a +...+Xpay O Yy =Y1€1 +Y2€2+ -+ YmC -

Detbetyder, at (x1, x, ..., x,) er koordinatsaet for x med hensyn til a-basis, og at (y1,y2, ..., Ym)

er koordinatsaet for y med hensyn til c-basis.
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Vi stiller nu spergsmalet: Hvordan kan vi beskrive relationen mellem a-koordinatvektoren
for vektor x € V og c-koordinatvektoren for billedvektoren y? Vi er med andre ord pa
jagt efter relationen mellem

Y1 X1

Y2 X2
cy = .| 08 aX = ’

Ym Xn

hvor ,x skal omformes til .y ved en lineeer afbildning f. Denne relation udvikler vi
igennem de folgende omskrivninger, hvor vi ferst ved hjeelp af L; og L, far opskrevet y
som en linearkombination af billederne af a-vektorerne:

y = f(ax)
= f(xqa; + xpap + - - - + xpay,)
= x1f(a1) +x2f(a2) + - + xuf(an) .

Herefter fortseetter vi ved at undersoge koordinatvektoren for y med hensyn til c-basis,
idet vi forst bruger koordinatseetningen, se seetning 11.34, og derefter definitionen pa
matrixvektor-produkt, se definition 7.7.

Yy = o(x1f(a1) +xof (ag) + -+ xuf(an))
:xlcf(al)—|—XQCf(az)—|—"‘+xncf(an)
:[cf(al) cf(aZ) Cf(aﬂ)]ax‘

Matricen [ f(a1) cf(az) -+ cf(an)] i den sidste ligning kaldes afbildningsmatricen
for f med hensyn til a-basis i V og c-basisi W.

Vi har hermed opnaet dette vigtige resultat: Koordinatvektoren .y kan findes ved, at man
ganger afbildningsmatricen med koordinatvektoren ,x. En afbildning kan dermed gennem-
tores blot ved et matrix-vektorprodukt! Resultaterne opsummerer vi nu i det folgende.
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Il Definition 12.17  Afbildningsmatrix

Lad f : V — W veere en lineeer afbildning fra et n-dimensionalt vektorrum V til et
m-dimensionalt vektorrum W . Ved afbildningsmatricen for f med hensyn til basis a
iV ogbasis ¢ i W forstds (m x n)-matricen

cFa:[cf(al) cf(az) cf(an)}- (12'24)

Afbildningsmatricen for f bestdr dermed af koordinatvektorerne med hensyn til ba-
sis c for billederne af de n basisvektorer i basis a.

. Bemeerk, at der benyttes samme notation for en afbildningsmatrix, .F,, som

SO - | for en basisskiftematrix, -M,. Mens en basisskiftematricen bestar af a-

Q basisvektorerne i c-koordinater, bestdr afbildningsmatricen af a-basisvektorernes
billeder i c-koordinater.

Hovedopgaven for en afbildningsmatrix er naturligvis at kunne bestemme billeder i W
af vektorer i V, og den legitimeres af den folgende seetning, som er en opsummering af
undersogelserne ovenfor.

Il Seetning 12.18 Hovedsezetning om afbildningsmatrix

Lad V veere et n-dimensionalt vektorrum med valgt basis a og W et m-dimensionalt
vektorrum med valgt basis c.

1. For en lineeer afbildning f : V — W geelder, at hvis y = f(x) er billedet af en
vilkdrlig vektor x € V, sd geelder der:

cy = cFaax, (12-25)

hvor (F, er afbildningsmatricen for f med hensyn til basis a i V og basis ¢ i
W.

2. Antag omvendt, at billederne y = g(x) for en afbildning ¢ : V. — W kan fas
pa koordinatform ved
y = Gaax, (12-26)

hvor .G, € L"*". 54 er g lineeer, og G, er afbildningsmatricen for ¢ med
hensyn til basis a i V og basis c i W.
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Herefter folger tre eksempler pa opstilling og elementeer brug af afbildningsmatricer.

lll Eksempel 12.19  Opstilling og brug af afbildningsmatrix

Drejning af plane vektorer afsat ud fra origo er et enkelt eksempel pd en linezer afbildning, se
opgave 12.4. Lad v veere en vilkdrlig vinkel, og lad f veere den linecere afbildning, der drejer
en vilkarlig vektor vinkel v omkring origo mod uret, se figur 12.9.

f(x)

Figur 12.9: Linezer drejning omkring origo

Vi ensker at bestemme afbildningsmatricen for f med hensyn til standardbasen for vektorer
i planen. Vi har derfor brug for billederne af basisvektorerne i og j, se figur 12.10.

I /10
() v

Figur 12.10: Bestemmelse af afbildningsmatrix

Det ses, at f(i) = (cos(v),sin(v)) og f(j) = (—sin(v), cos(v)). Den enskede afbildningsma-
trix er derfor

cos(v) —sin(v)

sin(v)  cos(v)

eFe = [ef(i) ef(])] =
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Koordinaterne for billedet y = f(x) af en given vektor x fas dermed ud fra formlen

v ] _ [cos(v) - sin(v)] [xl] ‘

ey =cfeex & [yz sin(v)  cos(v) || x2

|l Eksempel 12.20 Opstilling og brug af afbildningsmatrix

I et 3-dimensionalt vektorrum V er der valgt en basis 4 = (aj, a2, a3), og i et 2-dimensionalt
vektorrum W er der valgt en basis ¢ = (¢1, ¢2) . En lineeer afbildning f : V. — W opfylder, at

f(a1) =3c1 +¢2, f(az) =6¢1 —2¢c; og f(az) = —3c1 +c2. (12-27)

Vi gnsker at finde billedet ved f af vektoren v = a; 4+ 2a + a3 € V. Vi har altsa fiet vektoren
i a-koordinater, ,v = (1,2,1). Vi finder billedet ved hjelp af afbildningsmatricen .F,, der
netop afbilder fra et rum med basis a til et rum med basis c. Afbildningsmatricen, som derfor
skal indeholde i V' ’s a-basisvektorers billeder i c-koordinater, opstilles nemt, da vi allerede
fra (12-27) kender billederne af basisvektorerne:

Fo=[f@) of(a) cf(as)]:ﬁ . _ﬂ

Da v har koordinatseettet (1,2,1) med hensyn til basis a, finder vi koordinatvektoren for
billedet f(v) saledes:

g0 =g =[}§ ﬂ[

Vi har hermed fundet billedet som f(v) = 12¢; — 2¢;.

_ N e
|
Il
| — |
[ =
NN
| I
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lll Eksempel 12.21  Opstilling og brug af afbildningsmatrix

En lineeer afbildning f : R* — R3 er givet ved
X1+ 2x2 + x4
fxq,x0,x3,%4) = | 2x1 —x2+2x3 — x4 | . (12-28)
X1 — 3XZ + ZX3 — 2X4

Bestem afbildningsmatricen for f med hensyn til standardbasis e i R* og standard-
basis ¢ i R?. Find desuden billedet af vektoren x = (1,1,1,1).

Forst finder vi billederne af de fire basisvektorer i R* ved hjeelp af forskriften (12-28):

1 2
f(1,0,0,0){2], f(O,l,0,0){l]
1 -3

0 1
f(0,0,l,O)[Z], f(o,o,o,1)[1].
2 —2

Vi kan nu opstille afbildningsmatricen for f:
1 20 1
Fe=|2 -1 2 —-11. (12-29)
1 -3 2 =2

Vi vil nu finde billedet y = f(x) af den givne vektor x = (1,1,1,1). Til rddighed har vi
naturligvis forskriften (12-28), men vi veelger at finde billedet ved hjeelp af atbildningsmatri-
cen:

1 20 1
y=cFeex=12 -1 2 —1

1 -3 2 =2

[ T
Il
—

|
N DN
[

Vi har hermed fundety = f(1,1,1,1) = (4,2, -2).

lll Opgave 12.22

I planen er der givet et seedvanligt (O, i,j)-koordinatsystem. Spejling af stedvektorer i linjen

y = 1x er en lineer afbildning; lad os kalde den s.
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Bestem s(i) og s(j), opstil afbildningsmatricen Se for s, og bestem et udtryk for spejlingen
af en vilkarlig stedvektor v med koordinaterne (v1,v;) med hensyn til standardbasen.

Figur 12.11 indholder nogle hints til bestemmelse af s(i). G& frem p4 tilsvarende vis med

s(j) -

Figur 12.11: Spejling af standardbasisvektorer

12.6  Om brug af afbildningsmatricer

Afbildningsmatricer er et meget nyttigt redskab. Det tillader os at overseette sporgsmal
om linezere afbildninger mellem vektorrum til spergsmdl om matricer og koordinatvek-
torer, som vi umiddelbart kan regne pa. Metoderne forudseetter blot, at der er valgt en
basis i hvert af vektorrummene, og at den afbildningsmatrix, som herer til de to baser, er
opstillet. Sddan kan vi reducere sporgsmal af sa forskellig karakter som at finde poly-
nomier med visse egenskaber, at finde resultatet af en geometrisk konstruktion og at
lose differentialligninger, til sporgsmal der kan underseges ved hjeelp af matrixalgebra.

Som gennemgaende eksempel i dette afsnit ser vi pa en lineeer afbildning f : V — W,
hvor V er et 4-dimensionalt vektorrum med valgt basis a = (a1, ap, a3, a4), og hvor W er
et 3-dimensionalt vektorrum med valgt basis ¢ = (cy, ¢z, ¢3) . Afbildningsmatricen for f
er
1 3 -1 8
Fa=12 0 4 2. (12-30)
1 -1 3 —4
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12.6.1 At finde kernen for f

Nar man skal finde kernen for f, skal man finde alle x € V, som afbildesi 0 € W. Det
vil sige, at man skal lose vektorligningen

fx) =o0.

Denne ligning er ifolge seetning 12.18 ensbetydende med matrixligningen

cFaax=.0
1 3 -1 8 zl 0
a2 0 4 2 x2 =0,
1 -1 3 —4||" 0
X4

som svarer til det homogene linezere ligningssystem med totalmatricen:

1 3 -1 8|0 10 2 -10
T=(2 0 4 —2|0| —»trap(T)=|0 1 -1 3]0
1 -1 3 —4|0 00 0 0]0

Det ses, at losningsmeengden er udspeendt af to linezert uaftheengige vektorer i V mht.
basis a, som vi kalder v; og vo:

avi = (—2,1,1,0) og av, = (1,-3,0,1).
(v1,v2) er dermed en basis for kernen for f, og kernen for f har dimensionen 2.

Pointen er, at antallet af ubekendte n = 4 i det loste ligningssystem pr. definition er lig
med antallet af sojler i F,, som igen er lig med dim(V), se definition 12.17. Endvidere
bemczerkes det, at ligningssystemets koefficientmatrix er identisk med (F, . Hvis rangen
af koefficientmatricen er k, ved vi, at losningsmeengden og dermed kernen er udspeendt
af (n — k) linezert uafheengige retningsvektorer, hvor k er rangen af koefficientmatricen.
Derfor har vi:

dim(kernen) =n —p(Fa) =4—-2=2.
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lll Metode 12.23 Bestemmelse af kernen

I et vektorrum V er der valgt en basis 4, og i et vektorrum W er der valgt en basis
c. Kernen for en lineeer afbildning f : V — W kan i koordinatform findes som
losningsmeengden for det homogene linezere ligningssystem, som har totalmatricen

T=[cFa|c0].
Kernen er et underrum i V', og dens dimension er bestemt ved:

dim(ker(f)) = dim(V) —p (Fa). (12-31)

12.6.2 At lgse vektorligningen f(x) = b

Hvordan kan man afgere, om en vektor b € W, som ligger i dispositionsrummet, ogsa
tilherer billedrummet for en given linecer afbildning? Spergsmaélet er, om der findes
(mindst) et x € V, som afbildes i b. Og spergsmalet kan udvides til, hvordan man
kan bestemme alle de x € V med denne egenskab, som afbildesib.

Vi betragter igen den lineere afbildning f : V — W, der er repreesenteret af af-
bildningsmatricen (12-30), og veelger som eksempel den vektor b € W, som har c-
koordinaterne (1,2,3) . Vi skal lase vektorligningen

f(x) =b.
Regner vi i koordinater, svarer vektorligningen til folgende matrixligning;:
Faax=cb,

hvilket vil sige matrixligningen

13—18§1 1
2 0 4 -2 x2:2,
1 -1 3 -4 3 3

som svarer til et inhomogent linezert ligningssystem med totalmatricen

1 3 -1 8|1
T=12 0 4 =22/,
1 -1 3 —4|3
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der ved GaussJordan-elimination reduceres til

10 2 —-11]0
trap(T)=|0 1 -1 3|0
00 0 0|1

Da rangen af totalmatricen her er storre end rangen af koefficientmatricen, har det in-
homogene ligningssystem ingen lgsninger. Vi har altsa fundet en vektor i W, som ingen
"“originalvektor" hari V.

ll Metode 12.24 Lgsning af inhomogen vektorligning f(x) = b

I et vektorrum V er der valgt en basis a og i et vektorrum W er der valgt en basis c.
For en linecer afbildning f : V. — W, og en egentlig vektor b € W er den lineaere
ligning

fx)=Db

ekvivalent med det inhomogene linezere ligningssystem, som har totalmatricen

T=[Fa|cb].

Eventuelle losninger kan derfor findes ved seedvanlig GaussJordan-elimination.

Et inhomogent linezert ligningssystem, bestdende af m ligninger med n ubek-
endte, med koefficientmatricen A og hgjresiden b kan pd matrixform skrives
som

Ax=Db.

y Afbildningen f : L" — IL"™ givet ved
Q f(x) = Ax

er linezer. Den lineeere ligning f(x) = b er dermed akvivalent med det be-
tragtede linecere ligningssystem. Vi kan herved indse at strukturseetningen for
linezere ligningssystemer (se eNote 6 saetning 6.37) blot er et sertilfaelde af den
generelle strukturseetning for lineaere ligninger (seetning 12.14).

td
~
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12.6.3 At bestemme billedrummet

Vi har tidligere fundet, at billedrummet for en linezer afbildning er et underrum i dispo-
sitionsrummet, se seetning 12.11. Hvordan kan dette underrum afgraenses og beskrives?

Vi betragter igen den lineeere afbildning f : V. — W, der er repreesenteret af af-
bildningsmatricen (12-30). Da der er valgt basen (ay, ap, a3, as) for V, kan vi opskrive
samtlige vektorer i V pd én gang:

X = X1a1 + Xpa + X3a3 + Xga4,

idet vi teenker os at x1, x2, x3 og x4 gennemlober alle teenkelige kombinationer af reelle
veerdier. Men sd kan samtlige billeder i W af vektorer i V opskrives ved

f(x) = f(x1a1 + xpap + x3a3 + x4a4)
= x1f(a1) +x2f (a2) + x3f(a3) + xaf (as),

hvor vi har brugt L, og Ly, og hvor vi fortsat teenker os, at x1, xp, x3 0g x4 gennemlober
alle teenkelige kombinationer af reelle veerdier. Men sa er

f(V) = span{ f(a1), f(a2), f(a3), f(as) } -

Billedrummet udspeendes altsd af a-basisvektorernes billeder! Men sa kan vi ifelge
metode 11.53 bestemme en basis for billedrummet ved at finde de ledende 1-taller i
trappeformen af

[cf(a1) cf(a2) cf(as) cf(aq)].

Dette er jo afbildningsmatricen for f med hensyn til de valgte baser
1 3 -1 8
cFa - 2 0 4 _2 7
1 -1 3 —4
som ved GaussJordan-elimination reduceres til
10 2 -1
trap(cFa) =0 1 -1 3.
00 0 O

Til de to ledende 1-taller i trap(cFa) svarer de to forste sejler i (F.. Vi konkluderer
derfor:
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Lad w; og wy vaere de to vektorer i W, som er bestemt ved c-koordinater,
saledes:

5 W1 =c f(a;) = (1,2,1) og wy =¢ f(az) = (3,0,—1).

Sa er (w1, wy) en basis for billedrummet f(V).

lll Metode 12.25 Bestemmelse af billedrummet

I et vektorrum V er der valgt en basis 4, og i et vektorrum W er der valgt en basis c.
Billedrummet f(V) for en lineeer afbildning f : V — W kan findes ud fra

trap(cFa) (12-32)

pa folgende made: Hvis der i den i'te sgjle i (12-32) ikke er et ledende 1-tal, s
fiernes f(a;) fra vektorseettet (f(a1),f(az),...,f(an)). Efter denne udtynding
udger vektorseettet en basis for f(V).

Da antallet af ledende 1-taller i (12-32) er lig med antallet af basisvektorer i den
valgte basis for f(V), felger det, at

dim(f(V)) = p (cFa). (12-33)

12.7 Dimensionssaetningen

I det foregdende afsnits metode 12.23 fandt vi felgende udtryk for dimensionen af ker-
nen for en lineeer afbildning f: V — W:

dim(ker(f)) = dim(V) — p (cFa) (12-34)
og i metode 12.25 et tilsvarende udtryk for dimensionen af billedrummet f(V):
dim(f(V)) = p (cFa)- (12-35)

Ved at sammenseette (12-34) og (12-35) opnds en bemeerkelsesveerdig enkel sammen-
heeng mellem definitionsrummet, kernen og billedrummet for en lineeer afbildning i
den folgende seetning.
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ll Seetning 12.26 Dimensionssaetningen

Lad V og W veere to endeligt-dimensionale vektorrum. For en lineeer afbildning
f:V = W geelder:

dim(V) = dim(ker(f) ) + dim( f(V) ).

Il Bevis

Beviset medtages i naeste opdatering af eNoten.

Her er nogle umiddelbare konsekvenser af seetning 12.26:

e Billedrummet for en linezer afbildning kan aldrig have hgjere dimension end def-
initionsrummet.

e Hyvis kernen kun indeholder 0-vektoren, bevarer billedrummet definitionsrummets
dimension.

"s

e Hvis kernen har dimensionen p > 0, sa "forsvinder"” der gennem afbildningen p

dimensioner.

lll Opgave 12.27

En lineeer afbildning f : R®> — R® har med hensyn til standardbasen i R? afbildningsmatricen

1 1
eFe =12 0].
3 0

Det oplyses, at kernen for f har dimensionen 1. Find straks ved hovedregning en basis for
f(V) og dimensionen af f(V).

N DN
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lll Opgave 12.28

I rummet er der givet et seedvanligt (O, 1, j, k)-koordinatsystem. Afbildningen p projicerer
stedvektorer ned i (x, y)-planen i rummet, se figur 12.12.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figur 12.12: Projektion ned i (x, y)-planen

Vis, at p er lineeer, og opstil afbildningsmatricen (P, for p. Bestem en basis for projektionens
kerne og billedrum. Tjek, at dimensionsseetningen er opfyldt.

12.8 /Endring af afbildningsmatricen nar der skiftes basis

I eNote 11 er det vist, hvordan en vektors koordinater skifter, nar der skiftes basis i
vektorrummet, se metode 11.45. Vi indleder dette afsnit med at repetere de vigtigste
pointer og vise to eksempler.

Antag, at der i V er givet en a-basis (aj,ap,...,a,), og at der veelges en ny b-basis
(by,by,...,b,) i V. Hvis en vektor x har b-koordinatvektoren px, s kan dens a-

koordinatvektor udregnes ved matrixvektor-produktet
aV=aMpypV, (12-36)
hvor basisskiftematricen .My, er givet ved

M, =[.by by ... ab,]. (12-37)
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"y

koordinater,
"‘gamle

Vi viser nu to eksempler pd brug af (12-37). I det forste er det de "'nye
der er givne, hvorefter de ""gamle" beregnes. I det andet er det omvendt: de

"ns "s

kendes, og de "'nye" bestemmes.

"y

lll Eksempel 12.29 Fra nye koordinater til gamle

I et 3-dimensionalt vektorrum V er der givet en basis 4 = (aj, ap, a3) , hvorefter der
‘ veelges en ny basis b bestdende af vektorerne

by =a; —a3, by=2a; —2a+a3 og bz= —3a;+3a,—a3.

Bestem koordinatvektoren ,x for x = by + 2b, + 3bs.

Forst ser vi, at

1 1 2 -3
pX = {2] og My = [ 0 -2 3] . (12-38)
3 -1 1 -1
Herefter far vi
1 2 =311 —4
ax_aMbbx_{ 0 3} H_[ 5]. 1299
-1 1 —-1]|3 -2

lll Eksempel 12.30  Fra gamle koordinater til nye

I et 2-dimensionalt vektorrum W er der givet en basis ¢ = (c¢y,¢2), hvorefter der
‘ veelges en ny basis d bestdende af vektorerne

di=2c1+c; og dy=c1+c2.

Bestem koordinatvektoren 4y for y = 10c; + 6¢; .

Forst ser vi, at

10 21 _ 1 -1
cy:[ 6] 0og CMd:[l 1] :>nd:(ch) 1:[_1 2}- (12-40)

Herefter far vi
1 —-1][10 4
dY—ndcy—[_l ZH 6}_{2]' (12-41)
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Vi gdr nu videre med at se, hvordan en afbildningsmatrix sendres, ndr der skiftes basis
i definitionsrummet og/eller dispositionsrummet.

For to vektorrum V og W med endelig dimension kan afbildningsmatricen for en linecer
afbildning f : V — W kun opstilles, ndr der er valgt en basis i V og en basis i W. Med
afbildningsmatricens symbol (F, viser vi netop, at dens grundlag er en given basis a i
V og en given basisci W.

Ofte onsker man at skifte baseni V eller basen i W. I det forste tilfeelde sendres koordi-
naterne for de vektorer x € V, der skal afbildes, mens koordinaterne for deres billeder
y = f(x) er uforandrede. I det andet tilfeelde er det omvendt. Her er koordinaterne for
x de samme, mens billedets koordinater skifter. Hvis der skiftes basis i bdde V og W, s&
eendres koordinaterne bade for x og for y = f(x).

I de folgende underafsnit opstilles metoder til at finde den nye afbildningsmatrix for f,
nar der skiftes basis i definitionsrummet, dispositionsrummet eller begge. Forst viser
vi, hvordan en vektors koordinater skifter, nar der skiftes basis i vektorrummet (som
naermere beskrevet i metode 11.45.)

12.8.1 Basisskifte i definitionsrummet

V meddim=n W med dim=m

b-basis: (b1, ba, ..., by )

1

a-basis: (a1, @z, ..., ap ) c-basis: (cq, C2, ..., Cm)

Figur 12.12: Lineeer afbildning

P& figur 12.12 er der givet en linecer atbildning f : V — W, som med hensyn til basis a
i V ogbasis ci W har afbildningsmatricen (F, . Vi skifter nu basis i V fra basis a til basis
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b. Afbildningsmatricen for f skal nu eendres til (Fy, for den kan tage imod vektorer i
basis b. Lad os finde den. Ligningen

y = f(x)
overseettes til koordinater og omformes:
y = Faax = (Fa (aMb bx) = (CFa aMb) bX.

Heraf kan vi udlede, at atbildningsmatricen for f med hensyn til basis b i V og basis c i
W kan dannes ved matrixproduktet

ch - cFa aMb . (12-42)

lll Eksempel 12.31  AEndring af afbildningsmatrix

Vi betragter det 3-dimensionale vektorrum V, som er behandlet i eksempel 12.29,
og det 2-dimensionale vektorrum W som er behandlet i eksempel 12.30. En linezer
‘ afbildning f : V — W er givet ved afbildningsmatricen

9 12 7
CF"‘_[é 8 5]‘

Bestem y = f(x), hvor x = by + 2b, + 3bs.

Vi afprover to forskellige veje.

Metode 1
Vi bruger a-koordinaterne for x som fundet i (12-39):

—4

9 12 7 10
i Rk
-2
Metode 2

Vi eendrer afbildningsmatricen for f vha. basisskiftematricen fra (12-38):

1 2 -3
9 12 7 2 1 2

Sa kan vi direkte bruge de givne b-koordinater for x:

R[22 ;_10
Y T eEpbX =1 g Sl Lel

I begge tilfeelde far viy = 10c; + 6¢; .
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12.8.2 Basisskifte i dispositionsrummet

V meddim=n W med dim=m

X /_f\\/ﬂ;x)

d-basis: (d4, dz, ..., dm)

1

a-basis: (a1, az, ..., an ) c-basis: (cq, C2, ..., Cm)

Figur 12.13: Linecer afbildning

Pa figur 12.13 er der givet en linecer afbildning f : V — W, som med hensyn til basis a i
V og basis c i W har en afbildningsmatrix F, . Vi skifter nu basis i W fra basis c til basis
d . Afbildningsmatricen for f skal nu i stedet veere 4F,. Lad os finde den. Ligningen

y = f(x)

overseettes til matrixligningen
cy = cFaax,
som er ensbetydende med
dMc cy = gMc (cFa ax) ’
hvoraf fas
ay = (aMc cFa) ax.

Heraf udleder vi, at afbildningsmatricen for f med hensyn til a-basis i V og d-basisi W
dannes ved et matrixprodukt:
4Fa = 4Mc (F,. (12-43)
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lll Eksempel 12.32  AEndring af afbildningsmatrix

Vi betrager det 3-dimensionale vektorrum V, som er behandlet i eksempel 12.29,
og det 2-dimensionale vektorrum W som er behandlet i eksempel 12.30. En lineaer
afbildning f : V — W er givet ved afbildningsmatricen

9 12 7
‘ CF"‘_[é 8 5]'

Givet vektoren x = —4a; + 5a; — 2a3 . Bestem billedet y = f(x) som en linearkom-
bination af d; og ds .

Vi afprover to forskellige veje.

Metode 1
Vi bruger den givne afbildningsmatrix,

R |9 127 _g_lo
cy—caa—6 8 5 _2— 6

og overseetter resultatet til d-koordinater ved hjeelp af basisskiftematricen fra (12-40):
1 —-1]|[10 4
e[ 2 L)
Metode 2

Vi eendrer forst afbildningsmatricen for f ved hjeelp af basisskiftematricen fra (12-40):

1 —17[9 12 7 3 4 2
dF"‘_dM“Fa_[—l 2”6 8 5}_[3 4 3]'

Sa kan vi direkte udregne d-koordinaterne:

_ R o _[342 _‘;_4
A R I A I

I begge tilfeelde far viy = 4d; + 2d>.



eNote 12 ||| 12.8 Z£NDRING AF AFBILDNINGSMATRICEN NAR DER SKIFTES BASIS 35

12.8.3 Basisskifte i bade definitions- og dispositionsrummet

V meddim=n W med dim=m
f
/—\\
\x\
y = f(x)
b-basis: (by, bo, ..., b,) d-basis: (d4, dz, ..., dm)
a-basis: (a1, az, ..., an ) c-basis: (cq, C2, ..., Cm)

Figur 12.14: Linecer afbildning

Pa figur 12.14 er der er givet en lineeer afbildning f : V — W som med hensyn til basis
aiV og basis ci W har afbildningsmatricen .F, . Vi skifter basis i V fra basis a til basis
b og i W fra basis c til basis d. Afbildningsmatricen for f veere 4F, . Lad os finde den.
Ligningen

svarer i koordinater til

som er ensbetydende med

dMC Cy == dMC (cFa (aMb bx) ) ’

hvoraf fas
dy = (aMc cFaaMy) px.

Heraf udleder vi, at afbildningsmatricen for f med hensyn til b-basis i V og d-basisi W
dannes ved et matrixprodukt:

dFp = aMc FaaMy, . (12-44)
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lll Eksempel 12.33  AEndring af afbildningsmatrix

Vi betrager det 3-dimensionale vektorrum V, som er behandlet i eksempel 12.29,
og det 2-dimensionale vektorrum W, som er behandlet i eksempel 12.30. En linezer
afbildning f : V — W er givet ved afbildningsmatricen

9 12 7
‘ CF"‘_[é 8 5]‘

Givet vektoren x = by + 2b; + 3bs. Bestem y = f(x) som en linearkombination af
d1 og dz .

Vi eendrer afbildningsmatricen ved hjeelp af (12-40) og (12-38):

1 2 -3
1 —-1]19 12 7 1 01
de—ndcFaaMb—[_l 2”6 g 5][(1) —i_ 3][ ]

Sé kan vi direkte bruge de givne b-koordinater for x og udregne d-koordinaterne:

_Fx_lol ;_4
dy—dbb—010 3—2-

Konklusionen er, at y = 4d; + 2d,.

Basisskiftet viser sig i dette eksempel at veere ganske praktisk. Den nye afbildningsmatrix er
langt simplere end de tilsvarende for andre baser fra de forrige eksempler.

12.8.4 Opsummering vedrerende basisskifte

Vi samler resultaterne vedrerende basisskifte i de foregaende underafsnit i den folgende
metode.
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lll Metode 12.34  /Endring af afbildningsmatrix ved basisskifte

I vektorrummet V er der givet en basis a = (aj,ap,...,a,) og en ny basis b =
(by,by,...,by). I vektorrummet W er der givet en basis ¢ = (¢,¢,...,¢n) 0gen
ny basis d = (dy,dy,...,dn) .

Hyvis f er en lineeer afbildning f : V — W, som med hensyn til basis a i V og basis
c i W har afbildningsmatricen .F,, sa geelder:

1. Afbildningsmatricen for f med hensyn til basis bi V og basis ci W er

Fp = FaaMy . (12-45)

2. Afbildningsmatricen for f med hensyn til basis ai V ogbasisdi W er
dFa = (Mq) "' cFa = aMe cFa. (12-46)

3. Afbildningsmatricen for f med hensyn til basis bi V og basisdi W er

aFp = ((My) "t FaaMp, = gMc FaaMy . (12-47)

I de tre formler har vi brugt basisskiftematricerne:

aMb:[abl ab2 abn] Og ch:[cdl cd2 Cdm]
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