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lll eNote 8

Kvadratiske matricer

I denne eNote undersoges grundlaeggende egenskaber ved maengden af kvadratiske matricer
herunder indforelse af en invers matrix for visse kvadratiske matricer. Det forudsattes, at man
kender til de basale matrixoperationer, se for eksempel eNote 7.

Opdateret 24.10.21 af Karsten Schmidt

8.1 Kvadratiske matricer

Kvadratiske matricer er ganske enkelt matricer, som har lige mange rakker og sojler, sa
de er af typen n x n. Noten her vil introducere nogle af de grundleeggende operationer,
der findes med kvadratiske matricer.

En kvadratisk n x n matrix A ser sdledes ud:

a1 a2 ... Apn
a1 dzp ... Aoy

A=| o - (8-1)
anl an2 ... Onn

Elementer ay1, a2y, . . ., aun siges at sta i hoveddiagonalen eller bare diagonalen i A.

En kvadratisk matrix D, som kun har elementer forskellige fra nul i hoveddiagonalen,
kaldes en diagonalmatrix, og man kan betegne den D = diag(a11, a2, ..., aun)-

En symmetrisk matrix A er en kvadratrisk matrix, som er lig sin egen transponerede, altsa
A=A".
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Den kvadratiske matrix, som har 1-taller i hoveddiagonalen og nuller ellers, kaldes for
enhedsmatricen uanset antallet af reekker og sejler. Enhedsmatricen betegnes med E. Man
har altsg, at

10 -0
01 -0

E — Enxn — . . .. . . (8'2)
00 1

°
1 I udenlandsk litteratur betegnes enhedsmatricen ofte med I (identity matrix).

ll Seetning 8.1 Enhedsmatricen

Enhedsmatricen E i R"*" er den eneste matrix i R"*", som opfylder
AE=EA=A (8-3)

for en vilkarlig matrix A € R"*".

|l Bevis

Man kan forestille sig en anden matrix D, hvor samme sammenheenge var geeldende, altsd at
AD = DA = A for en vilkarlig matrix A. Denne vilkarlige matrix kunne vaere enhedsmatri-
cen, og sammenfatter man sd de to ligninger far man: D = ED = DE = E.

Da E = D, findes der altsi ikke andre matricer end enhedsmatricen E, der er et neutralt
element for matrixproduktet.

V! | Enhedsmatricen kan betragtes som "‘matricernes 1-tal”: Ligesom man ikke
Q eendrer en skalar ved at gange den med 1, eendrer man ikke en matrix ved at
lave matrixproduktet af matricen med enhedsmatricen af samme type.

Som det vil fremga af det folgende, er det ofte ved brug af kvadratiske matricer afgerende,
om de har fuld rang eller ej. Derfor indferer vi nu seerlige begreber til at udtrykke dette.
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| Definition 8.2 Regulzer og singuleer matrix

En kvadratisk matrix kaldes reguleer, hvis den har fuld rang, det vil sige, at
P(Anxn) = n.

En kvadratisk matrix kaldes singuler, hvis den ikke har fuld rang, det vil sige, at
0(Anxn) < n.

8.2 Invers matrix

Den reciprokke til en skalar a # 0 opfylder felgende ligning: a - x = 1, hvor x er den
reciprokke. Man kan omskrive det til, at x = a~!. Denne idé vil vi nu generalisere til
kvadratiske matricer. Laeg her meerke til, at man ikke kan bestemme den reciprokke
til en skalar a, hvis 2 = 0. En lignende undtagelse dukker op, nar vi generaliserer til
kvadratiske matricer.

Til at bestemme den "‘reciprokke matrix" til en matrix A, kaldet A’s inverse matrix,
opstilles en matrixligning svarende tila - x = 1:

AX =XA =E. (8-4)

Den ubekendte X er en matrix. Hvis der findes en lesning X, betegnes den A~! og
kaldes den inverse matrix til A. Vi ensker altsa at finde en bestemt matrix kaldet A1,
som netop opfylder, at matrixproduktet af A med den giver enhedsmatricen.

Det er dog ikke alle kvadratiske matricer, som har en invers matrix. Det postuleres i
felgende seetning.

lll Seetning 8.3 Invers matrix

En kvadratisk matrix A,,«, har en invers matrix A1, der opfylder AA 1 =A"TA =
E, hvis og kun hvis A er reguleer.

Den inverse matrix bestemmes entydigt ved lesning af matrixligningen AX = E,
hvor X er den ubekendete.

I den folgende metode forklares, hvordan man leser den for beskrevne matrixligning
(8-4), og derved finder den inverse, safremt matricen er reguleer.
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lll Metode 8.4 At bestemme den inverse matrix

Man bestemmer den inverse matrix A~! til den regulere kvadratiske matrix A ved
hjeelp af matrixligningen
AX=E. (8-5)

Ligningen loses med hensyn til den ubekendte X pa foelgende mdade:

1. Totalmatricen T =[ A | E ] opstilles.

2. Ved saedvanlig GaussJordan-elimination bestemmes trappeformen trap(T) af
T.

3. Ved eliminationen dannes til slut enhedsmatricen pa venstre side af den lo-
drette streg, mens losningen (den inverse til A) kan afleeses pa hejre side:
trap(T) =[E | X]=[E| A~ 1].

lll Eksempel 8.5 Invers matrix

Bestem den inverse matrix A~ til matricen A, som er givet ved

‘ -16 9 -10
A= 9 -5 6 (8-6)
2 -1 1
Dette kan gores ved hjeelp af metode 8.4. Forst opstilles totalmatricen
-16 9 —-10(1 0 O
T=[A|E]=| 9 -5 6|0 1 0]. (8-7)
2 -1 110 0 1

Nu danner vi det ledende 1-tal i forste reekke. Forst reekkeoperationen R; + Ry og derefter
Ry +4 - R3. Det giver

7 4 —4]1 10 1 00114
9 5 6/01 0| — |9 -5 6/01 0]. (8-8)
2 -1 1]/0 0 1 2 -1 1/0 0 1

Sa fjernes tallene i forste sgjle af anden og tredje reekke ved Ry — 9 - R; og Rz —2 - Ry. End-
videre ombyttes anden og tredje reekke, Ry <+ R3. Vi far da
1 00 1 1 4 1 00 1 1 4
0 -56/-9 -8 -36| — (8-9)

o -1 1-2 -2 =7
o -11,-2 -2 =7 0 -5 6|-9 -8 =36
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Nu eendrer vi fortegnet pa reekke to, (—1) - Ry, og fjerner derneest tallet i anden sejle af tredje
reekke, R3 +5- Ry,

1 0 O 1 1 4 1 0 0]1 1 4
O 1 -1 2 2 7 — 01 —-1(2 2 7]. (8-10)
0 -5 6|-9 -8 —-36 00 11 2 -1
Sidste skridt er da at feerdiggere tredje sgjle ved R, + R3,
1 0 0|1 1 4
trap(T)=({0 1 03 4 6]. (8-11)
00 1|1 2 —1

Det ses, at p(A) = p(T) = 3, altsd har A fuld rang, og derfor kan man afleese den inverse til
A pé hejresiden af den lodrette streg,

1 4
4 6] . (8-12)
2

N
Til sidst kontrollerer vi, om A~! som forventet opfylder AA 1 =E og A" 'A =E:
-16 9 -—-107[1 1 4
AA ! = 9 -5 6|3 4 6
2 -1 1|1 2 -1
([—-16 9 —-107[1 -16 9 —107[17
= 9 -5 6|3 9 -5 6|4
i 2 -1 1(]1 2 -1 1]12]

[—16+27—-10 —16+36—-20 —64+54+10] 1 00
01 0|=E
0 01

Leeg meerke til, at venstresiden af trap(T) er enhedsmatricen. Den er altsa i lobet af
reduktionen “flyttet" fra hojre til venstre side af lighedstegnene (den lodrette streg).

= 9-15+6 9-20+12 36-30—-6 |=
2-3+1 2—-4+2 8§—6—1

Det passer! Ved brug af samme fremgangsmade ses, at ogsd A~'A = E passer.

Som man kan se i naeste eksempel, kan man bruge den inverse til at lose matrixligninger
med kvadratiske matricer. I matrixligninger kan man nemlig ogsa bytte rundt pd led og
gange med skalarer for at isolere den ubekendte ligesom i almindelige linecere ligninger
med skalarer. Ydermere kan man gange igennem med matricer — dette kan enten gores
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fra heojre eller venstre pd alle leddene i ligningen, hvilket giver forskellige resultater.

lll Eksempel 8.6 Matrixligning

Los matrixligningen
AX =B — CX, (8-14)

‘ hvor
—4 2 -1 0 10 —-12 7 -9

A=| 95 —5| , B=|8 —-12 5| og C=| 0 —10 11]. (8-15)
20 7 5 00 0 -1 —6

Forst reduceres ligningen sa meget som muligt, se eventuelt saetning 7.13:
AX=B-CX & AX+CX=B-CX+CX & (A+C)X=B. (8-16)
Da X er den ubekendte, vil vi prove at isolere den helt. Er (A + C) en reguleer matrix, kan
man gange med den inverse til (A + C) fra venstre pa begge sider af lighedstegnet. Altsa
(A+C) ' (A+0O)X=(A+C)'B < EX=X=(A+C)'B, (8-17)

fordi (A + C) (A + C) = E ifelge definitionen pa inverse matricer. Vi laver nu matrixsum-
men A + C og ser, om matricen er reguleer:

—4 2 -1 ~12 7 -9 ~16 9 —10
A+C=| 95 —5|+| 0 —-10 11|=| 9 -5 6]. (8-18)
20 7 0 -1 —6 2 -1 1

Den inverse til denne matrix er allerede bestemt i eksempel 8.5, og den del af proceduren
springes derfor over. X kan da bestemmes:

16 9 —107'[0 1 0
X=A+C)'B=| 9 -5 6 8§ —12 5

2 -1 1 5 00
(8-19)
11 47[0 1 0 28 —11 5
=13 4 6|8 —12 5|=|62 —45 20].
12 —-1]|l5 00 11 -23 10

For videre undersogelse af invertibilitet af den transponerede eller inverse af en reguleer
matrix samt invertibilitet af produktet af to eller flere reguleere matricer far vi brug for



eNote 8 ||| 8.2 INVERS MATRIX

telgende hjeelpeseetning, der anfores uden bevis.

lll Hjeelpesaetning 8.7  Arvet regularitet
1. Hvis og kun hvis A er en reguleer kvadratisk matrix, er sdvel A" som A~! ogsa
reguleere.

2. Produktet AB af to kvadratiske matricer er reguleert, hvis og kun hvis bade A
og B er reguleere.

Vi kan herefter opstille regneregler for inverse matricer.

| Seetning 8.8 Regneregler ved invers matrix
For de reguleere kvadratiske matricer A, B og C geelder der folgende regneregler:

1. Den inverse til den inverse af en matrix er lig matricen selv,

(AH1=A. (8-20)

2. Den transponerede til en invers matrix er den samme som den inverse
transponerede matrix,
(A= (A" (8-21)

3. I matrixligninger kan man gange igennem med den inverse til en reguleer ma-
trix. Dette kan gores enten fra hgjre eller fra venstre pa begge sider af lighed-
stegnet,

AX=B&X=A"1B og XC=D&X=DC!. (8-22)

4. Den inverse til et matrixprodukt af to matricer er lig produktet af de
tilsvarende inverse matricer i omvendt reekkefelge,

(AB)"' =B1A L, (8-23)
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|l Bevis

"s

Alle regnereglerne i seetning 8.8 bevises nemt ved at "‘gore prove".

Herunder afproves en af reglerne i et eksempel. Regnereglen i (8-22) er allerede blevet
brugt i eksempel 8.6.

lll Eksempel 8.9 Eftervisning af regneregel ved invers matrix

Der er givet to kvadratiske matricer

2 4 1 1
‘ A-[2 0 e n[ 1], e

Afprov den sidste regneregel i seetning 8.8, nemlig at (AB) ! = B~1A~L.

Forst bestemmes A~! og B~! ved hjeelp af metode 8.4,

2 4[1 0 1 2] 30 10/-3 1
[A]E] {6 10 | 0 1]%[0 2| -3 1]_)[0 1] & —1] (8-25)
P4 samme made med B,
11110 1 1] 10 1 0] 3 -1
[BE]_[Z 3]0 1]6[0 1|-2 1]6[0 1] =2 1]- (8-26)

Da det er lykkedes, at fa enhedsmatricen pd venstresiden af stregen i begge tilfeelde, har vi
nu, at

_35 —_
Al = |: é _}:| og B! = |: _2 1:| . (8-27)
2 2

B 1A ~! bestemmes:

) 5 T 1 B

Hojresiden i regnereglen er nu bestemt. P4 venstresiden skal vi i forste omgang finde AB,

wo={[s wll2) [5 wlla)l=[ %) 62
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Nu bestemmes den inverse til AB:
1 0 . 1
01 0

(AB)~! = [ W _g] - (3-31)

10 14
26 36

GINUIIN

— VA
[ABE]:{ 13 %} (8-30)

Vi har alts3, at

2
Sammenlignes (8-28) og (8-31), ses det, at der er fuldsteendig lighed: (AB)~! = B~1A~L.

Il Opgave 8.10 Invers matrix

Givet er matricerne

01
10 og B:[g i ;] (8-32)
2 3

a) Bestem (BA)~l.

b) Vis, at AB ikke er reguleer, og at man derfor ikke kan bestemme (AB) 1.

lll Opgave 8.11  Invers matrix

Givet er matricerne

2 3 1 0 -1 3 1 0
PR R P IOV R B

a) Udregn AC, BD og DC.
b) Angiv, hvis det er muligt, A=}, B~ og (AB) .

c) Er det muligt at sige, om (AB) ! findes efter at have provet at bestemme A~! og B~1?
Hyvis ja, hvordan?

8.3 Potenser af matricer

Vi har nu set, hvordan den inverse til en reguleer matrix bestemmes, og vi siger, at den
har potensen —1. Tilsvarende defineres nu vilkarlige heltallige potenser af kvadratiske
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matricer.

| Definition 8.12 Potens af matrix

For en vilkérlig kvadratisk matrix A defineres felgende naturlige potenser:

n gange

———
A’=E og A"=AA---A forncN. (8-34)

For en vilkarlig reguleer kvadratisk matrix B defineres yderligere de negative

potenser:
n gange

B"=B!")"=B"'B! ..B! forneN. (8-35)

Som felge af definitionen pd potenserne kan nogle regneregler opskrives.

ll Seetning 8.13 Regneregler for potenser af matricer

For en vilkarlig kvadratisk matrix A og to vilkdrlige ikke-negative heltal a og b
geelder folgende potensregneregler:

A"AY = AP og (AT =A%, (8-36)

Er A reguleer, geelder disse regneregler ogsa for negative heltal a og b.

Herunder er et eksempel pa to (simple) matricer, som har nogle pudsige egenskaber.
Egenskaberne er ikke typiske for matricer!

ll Eksempel 8.14 To pudsige matricer mht. potenser

Givet er matricerne

1 0 2 1
A:[2 _1} og B:[_4 _2] (8-37)

Med hjeelp fra bade definition 8.12 og seetning 8.13 laves de efterfolgende udregninger. Forst

bestemmes A2,
1 01 O 10
AZ:AA:[Z _1“2 —1]:[0 1}:13. (8-38)
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Da E er reguleer, folger det af punkt 2 i hjeelpeseetning 8.7, at A er reguleer, og desuden er
A = AL Det giver

A3 =(AAY)1=A1=A A2=(A%)"1=E
Al=A A’=E (8-39)
Al = A?=E
Alle ulige potenser af A giver altsa A, mens de lige potenser giver enhedsmatricen,
A’ =E og A" = A for nc Z. (8-40)

N

S () ~ | Bemeerk, at nar 7 er et heltal, sd opnas netop kun lige heltal ved 2n og netop kun ulige
Q heltal ved 2n + 1.
B? udregnes:
2 1 2 1 00
2 _ — — -
S I I (8-41)

Ifolge samme regneregel er B singuleer. Man har da, at

B'=E,B'=B,B*=0 og B"=0 for n>2. (8-42)
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8.4 Opsummering

e Kvadratiske matricer er matricer med lige mange reekker og sgjler.

e Enhedsmatricen E er en kvadratisk matrix med ettaller i diagonalen og nuller

ellers:
10 ---0
o1 ---0
E=Einn=1|. . . . (8'43)
00 ... 1

e Hvis en kvadratisk matrix har fuld rang, kaldes den reguleer, ellers kaldes den
singuleer.

e En kvadratisk matrix, som kun har tal forskellige fra nul i diagonalen, kaldes en
diagonalmatrix.

e En kvadratisk matrix, som er lig sin egen transponerede, kaldes en symmetrisk
matrix.

e Til en reguleer matrix A findes den inverse, betegnet A~!, der opfylder at
AA'=A"TA=E (8-44)
Den inverse kan bestemmes ved hjeelp af metode 8.4.

e Der findes regneregler med kvadratiske og inverse matricer, se seetning 8.8.

e Potenser af kvadratiske matricer er defineret, se definition 8.12. Dertil findes ogsa
nogle regneregler.

o Inverse matricer bruges for eksempel i forbindelse med basisskifte og egenvaerdiprob-
lemet. Desuden defineres determinanten af en kvadratisk matrix i eNote 9.
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