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|l eNote 6

Lineaere ligningssystemer

Denne eNote handler om lineaere ligningssystemer, om metoder til at beskrive dem og lose dem,
0g om hvordan man kan fi overblik over losningsmeengdernes struktur. Noten kan laeses uden
seerlige forudseaetninger, dog bor man kende til talrummene R" og C", se eNote 5.

Opdateret 24.10.21 af Karsten Schmidt

6.1 Lineaere ligninger

|l Bemaerkning 6.1 Feellesbetegnelsen IL

Definitioner og regler i denne eNote geelder bade for de reelle tal R og de komplekse
tal C. Mangden af reelle tal og meengden af komplekse tal er eksempler pa tallege-
mer. Tallegemer har feelles regneregler, hvad angar de elementeere regneoperationer.
Nar vii det folgende benytter symbolet IL, betyder det, at det, der beskrives, geelder
for meengden af bade komplekse savel som reelle tal.

En linezer ligning med n ubekendte x1, x3, ..., x;, er en ligning af formen
ap-x1+ay-xp+...4+a,-x,=D>. (6-1)

Tallene a4, ay, ... ,a, kaldes koefficienter, og tallet b kaldes hojresiden. Koefficienterne og
hgjresiden betragtes som kendte tal i modseetning til de ubekendte. Ligningen kaldes
homogen, hvis b = 0, ellers inhomogen.
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Il Definition 6.2 Lgsning til en linezer ligning
Ved en losning til ligningen
ap-x1+a-xo+...+a,-x,=0b. (6-2)

forstas et talseet x = (x1, xp, ..., x,) € IL", der ved indseettelse i ligningen far den
til at passe, det vil sige, at venstresiden ved indseettelse bliver lig med hgjresiden.

Ved den fuldsteendige losning eller blot losningsmaengden forstds meengden af alle los-
ninger til ligningen.

lll Eksempel 6.3 Ligning for en ret linje i planen

Et eksempel pa en lineeer ligning er ligningen for en ret linje i (x, y)-planen
y=2x+5. (6-3)

Her fremstdr y isoleret pa venstresiden, og koefficienterne 2 og 5 har velkendte geometriske
fortolkninger. Men ligningen kunne ogsé skrives som

—2x1+1x =5, (6-4)

hvor x og y er erstattet af de mere generelle navne for ubekendte x; og x, og hvor ligningen
er opskrevet pa formen (6-1).

Lesningsmeengden for (6-3) og (6-4) er selvfolgelig koordinatseettene for samtlige punkter pa
linjen — ved indseettelse vil de netop opfylde ligningen, mens ingen andre punkter gor det!

lll Eksempel 6.4 Trivielle og inkonsistente ligninger

Den linezere ligning
0x1 +0xo+0x34+0xs =0 & 0=0 (6-5)

hvor alle koefficienterne samt hgjresiden er 0, er et eksempel pa en triviel ligning. Ligningens
losningsmaengde bestdr af alle x = (x3, x2, X3, X4) € L4

Hyvis alle ligningens koefficienter er 0, men hejresiden er forskellig fra 0, opstdr en inkonsis-
tent ligning; det vil sige en ligning, som ingen losninger har. Det geelder fx ligningen

0x14+0x, +0x34+0x4, =1 < 0=1. (6-6)
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Til at undersoge linezere ligninger, husker vi pa de seedvanlige omformningsre-
gler:

é e Man @ndrer ikke ved losningsmaengden for ligningen, hvis man leegger
den samme storrelse til pd begge sider af lighedstegnet, og

e man endrer heller ikke ved lesningsmangden, hvis man ganger pa
begge sider af lighedstegnet med en konstant, som er forskellig fra 0.

Alle linezere ligninger, som ikke er inkonsistente, og som indeholder mere end én ubek-
endt, har uendeligt mange losninger. Det folgende eksempel viser, hvordan man i s&
fald kan opskrive losningsmaengden.

lll Eksempel 6.5 Uendeligt mange lgsninger pa standard-parameterform

‘ Find alle lesninger til den felgende inhomogene linezere ligning med tre ubekendte:

2x1—xz+4X3:5. (6-7)

Ved indseettelse af x; = 1, x, = 1 og x3 = 11 (6-7) ses, at x = (x1,x2,x3) = (1,1,1) er en
losning. Men hermed har vi ikke fundet den fuldsteendige losning, da vi for eksempel kan
konstatere, atx = (3,0,1) ogsé er en losning. Hvordan kan vi angive hele lesningsmeaengden?

Lad os starte med at isolere x,

1
x1:g+§x2—2x3. (6-8)
Til ethvert valg af talveerdier for x; og x3 svarer der netop én ny veerdi af x;. Lad os fx seette
x» = 1o0g x3 = 4, og sé far vi x; = —5. Det betyder, at talseettet (—5,1,4) er en losning.

Vi kan derfor betragte x, og x3 som frie parametre, der fastleegger veerdien af x;1. Vi omdober
derfor x; og x3 til de mere passende parameter-navne s henholdsvis t sddan, ats = x; og
t = x3. Herefter kan x; udtrykkes sdledes (sammenlign med (6-8)):

5 1
x1—§+§s—2t. (6-9)

Vi kan nu opskrive den fuldsteendige losning for (6-7) pa felgende standard-parameterform:

X > 1 -2

1 2 2

x=|x|=|0|+s-|1|+¢t-| 0| hvors,t L. (6-10)
X3 0 0 1
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Bemeerk, at parameterfremstillingens midterste ligning x, = 0 +s-1+¢-0 sddan set blot
udtrykker navneskiftet fra x; til s. Tilsvarende udtrykker nederste ligning blot navneskiftet
fra x3 til £.

Hvis vi opfatter (6-7) som ligningen for en plan i rummet, sa angiver (6-10)

JM! _ | en parameterfremstilling for den samme plan. Forste sgjlevektor pd hojresi-

Q den (den, der ikke ganges med en fri parameter) angiver begyndelsespunktet i

planen, og de to sidste sgjlevektorer er retningsvektorer for planen. Dette er
beskrevet neermere i eNote 10 om "‘Geometriske vektorer"’.

6.2 System af lineaere ligninger

Et lineeert ligningssystem bestdende af m linezere ligninger med n ubekendte skrives pa
formen
a1 - X1+ a2 X2+ ...+ a1, X =by

Ax1 - X1+ A X2+ ...+ Ay, Xy =by 6-11)

Ap1 - X1+ Amo - X2+ ..o+ Ay - X = by

Ligningssystemet har m rakker med hver én ligning. De n ubekendte, som betegnes
X1, X2, ..., X, optreeder i hver af de m ligninger, med mindre nogle led har koefficien-
ten 0 og er udeladt. Koefficienten til x; i ligningens reekke nummer i betegnes a;;. Lign-
ingssystemet kaldes homogent, hvis alle de m hgjresiders b; er lig med 0; i modsat fald
inhomogent.
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ning.

Il Definition 6.6 Lasning for et linezert ligningssystem

Ved en losning til det lineaere ligningssystem

forstas et talseet x = (x1, X2, ..., x,) € IL", der ved indseettelse far alle de m linecere
ligninger i systemet til at passe — det vil sige, at venstresiden er lig hojresiden i hver
ligning.

Ved den fuldstendige losning eller blot losningsmeengden forstds meengden af alle los-
ninger til ligningssystemet. En enkelt losning betegnes ofte som en partikuleer los-

a1 - X1+ A X2+ ...+ a1y X =by

ax - X1 + azz'sz'r---Jrﬂzn'xn:bz 6-12)

Al * X1+ A2 - X2 + oo+ Ay - Xy = by

lll Eksempel 6.7 Homogent linezert ligningssystem

Der er givet et homogent linezert ligningssystem bestdende af to ligninger med fire
ubekendete:
X1 +x2+2x3+x4=0

2x1 —Xxp — X3+ x4=0. (6-13)

Er talsettene x = (1,1,2,—6) og y = (3,0,1,—5) partikuleere losninger til
ligningerne?

Ved indseettelse af x i systemets venstreside far vi

1+14+2-2-6=0
2.1-1-2-6=-7.

Da venstresiden kun i det forste tilfeelde er lig hojresiden 0, er x kun en lesning til den forste
af de to ligninger. Derfor er x ikke en lgsning til hele ligningssystemet.

Ved indseettelse af y far vi

3+0+2-1-5=0
2.3-0-1-5=0.

Da venstresiden i begge tilfeelde er lig hgjresiden 0, er y en losning til begge de to ligninger.
Derfor er y en partikuleer losning til ligningssystemet.



eNote 6 |||| 6.3 KOEFFICIENTMATRIX OG TOTALMATRIX 6

<)/ | Lesningsmeengden til et lineeert ligningssystem er fellesmangden af los-
Q ningsmeaengderne til hver af de ligninger, som indgdr i systemet — dvs. kun de
lesninger, ligningerne har til feelles.

6.3 Koefficientmatrix og totalmatrix

Nar man skal undersoge et linezert ligningssystem, er det ofte bekvemt at benytte sig
af matricer. En matrix er et rektanguleert talskema, som bestar af et vist antal reekker og
sgjler. For eksempel har den matrix M, som er givet ved

1051

M:{s 3 2

(6-14)
to reekker og tre sgjler. De seks tal kaldes matricens elementer. Matricens diagonal bestér
af de elementer, hvis reekkenummer er lig med sgjlenummer. I M bestar diagonalen
saledes af elementerne 1 og 3.

Ved koefficientmatricen A til det lineaere ligningssystem (6-11) forstds den matrix, hvis
forste reekke bestdr af koefficienterne til den forste ligning, hvis anden reekke bestar af
koefficienterne til den anden ligning og sa videre. Kort sagt den folgende matrix med
m reekker og n sgijler:

a1 a2 - p
a1 dxp -+ Ap

A= |- (6-15)
Am1 Am2 - Amn

Ligningssystemets totalmatrix T fremkommer ved, at man i koefficientmatricens hojre
side tilfgjer en ny sojle, som bestdr af ligningssystemets hojresider b;. T har dermed
m reekker og n + 1 sojler, hvor n var antal ubekendte. Hvis vi samler hejresiderne b; i
en sejlevektor b, som vi kalder ligningssystemets hojreside, er T sammensat sdledes, hvor
den lodrette hjeelpelinje symboliserer systemets lighedstegn:

apn a4 - A | b
a a -eea b

T=[A|b]=| " "2 (6-16)
Al Am2 - Amn | bm

<)’ _ | Denlodrette hjeelpelinje for sidste sgjle i (6-16) har blot den paedagogiske funk-
Q tion at skabe klarere overblik. Man kan velge at udelade linjen, hvis det i
sammenheengen ikke kan fore til misforstaelser.
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lll Eksempel 6.8 Koefficientmatrix, hgjresider og totalmatrix

For det linezere ligningssystem bestadende af 3 ligninger med 3 ubekendte

—xo+ x3=2
2X1 + 4XQ —ZX3 =2 (6-17)
3x1+ 4xo+ x3=9
har vi
0 -1 1 2 0 -1 12
A=|2 4 2] , b= |:2] og T= {2 4 -2 2} . (6-18)
3 4 1 9 3 4 119

Bemeerk, at det 0, som er placeret overst til venstre i A og T, angiver, at koefficienten til x; i
ligningssystemets overste raekke er 0.

Det smarte ved en koefficientmatrix (og en totalmatrix) er, at vi ikke behover
.\ | atskrive de ubekendte op. Koefficienternes entydige placering i matricen gor,
Q " | at vi ikke er i tvivl om, hvilken af de ubekendte hver af dem horer til. Vi har
fjernet overfladige symboler! En matrix er simpelthen en kompakt og simplere

made at opskrive mange ligninger pa.

6.4 Reduktion af linezere ligningssystemer

Linecere ligningssystemer kan reduceres, det vil sige gores enklere, ved hjeelp af en
metode, der kaldes Gauss-elimination. Metoden har flere forskellige varianter, og den
seerlige variant der, benyttes i disse eNoter, gar under navnet GaussJordan-elimination.
Det algebraiske grundlag for alle varianterne er, at man kan omforme et linezert ligningssy-
stem ved sdkaldte reekkeoperationer, uden at man derved eendrer pd ligningssystemets
losningsmeengde. Nar ligningssystemet er reduceret mest muligt, er det som regel nemt
at afleese og opskrive dets losningsmaengde.
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ll Seetning 6.9 Reekkeoperationer

Man endrer ikke pa et lineeert ligningssystems lesningsmeengde hvis man om-
former ligningssystemet ved en af de felgende tre reekkeoperationer:

roj: Lad to af ligningerne bytte raekke.
roy: Gang en af ligningerne med en konstant, som ikke er 0.

roz: Leeg til en ligning en af de ovrige ligninger ganget med en konstant.

Vi fastleegger her en kort notation for hver af de tre reekkeoperationer:
" ro;:  R; <> R;: Ligningen i raekke i ombyttes med ligningen i raekke j.

roy: k-R;: Ligningen ireekke i ganges med k.

rog: Rj+k-R;: Tilligningen i reekke j leegges ligningen i raekke i ganget med k.
I det folgende eksempel afprover vi de tre reekkeoperationer.

lll Eksempel 6.10 Raekkeoperationerne

Vi eksemplificerer ro;
Betragt ligningssystemet nedenfor til venstre. Vi bytter om pa de to ligninger, hvorved vi har
udfert R; <> Ry,

X1+ 2xy=-3 x1+ x=0

-1
x1+ x=0 - X1+ 2x, =-3. (6-19)

Systemet til hojre har samme losningsmaengde som systemet til venstre.

Vi eksemplificerer ro,
Betragt ligningssystemet nedenfor til venstre. Vi ganger ligningen i anden reekke med 5,
hvorved vi har udfert5- R :

X1+ 2x, = -3 X1+ 2x, = -3

6-20
X1+ xp=0 - 5x14+5x=0 ( )

Systemet til hojre har samme losningsmaengde som systemet til venstre.

Vi eksemplificerer ro;
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Betragt ligningssystemet nedenfor til venstre. Til ligningen i anden raekke laegger vi ligningen
i forste reekke ganget med 2. Vi har dermed udfert Ry +2 - Ry :

X1+ 2x, = -3 X1+ 2xp = =3

-21
X1+ x=0 3x1 4+ bxp = —6. (6-21)

Systemet til hojre har samme losningsmeengde som systemet til venstre.

N
~ -

Pilen —, som er brugt i de tre eksempler, indikerer, at en (eller flere) reekkeopera-
tion(er) har fundet sted.

Il Bevis

Bevis for ro;

Forste del af beviset for seetning 6.9 er enkel. Da lgsningsmeengden for et ligningssystem
er identisk med fellesmangden F af losningsmeengderne til hver af de ligninger, der indgar
i systemet, @endres F naturligvis ikke ved, at ligningernes raekkefolge @endres. Derfor er roq
tilladt.

Bevis for ro,

Da én lignings lesningsmaengde ikke eendres, ved at den ganges med en konstant k # 0, vil
F ikke kunne péavirkes af, at en af ligningerne i et ligningssystem erstattes af ligningen selv
ganget med en konstant forskellig fra 0. Derfor er ro, tilladt.

Bevis for ros

Betragt endelig et lineeert ligningssystem A med n ubekendte x = (x1, x, ... X, ). Venstresi-
den af en ligning i A opskriver vi som L(x) og hejresiden som b. Vi udferer nu en vilkérlig
raekkeoperation af typen ros pé folgende made: En vilkarlig ligning L;(x) = b; ganges med
et vilkdrligt tal k og leegges derneest til en vilkarlig anden ligning L,(x) = b, . Herved dannes
en ny ligning L3(x) = b3, hvor

L3(x) = La(x) + kL1(x) og by =by +kb;.

Vi viser nu, at det ligningssystem B, som opstar, ved at Ly(x) = by i A erstattes af L3(x) = b3,
har samme losningsmeengde som A, og at ro; dermed er tilladt. Antag ferst, at xo er en
vilkarlig losning til A. S& geelder ifolge omformningsregler for én ligning, at

kL1(X()) = kb1

og videre, at
LQ(XO) + kLl(X()) =by+kb;.
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Heraf folger, at L3(xg) = b3 og dermed, at xp ogsa er en lgsning til B. Antag nu omvendt, at
x1 er en vilkarlig lesning til B. Sa felger pd samme made, at

—k Ll (Xl) = —k b1

og videre, at
L3(x1) — kLl(Xl) = b3 — kbl .

Venstresiden svarer til L(x;) og hejresiden til by, sd derfor er Ly(x1) = by, 0g x; er ogsa en
losning til A. Samlet er det som ensket vist, at roz er tilladt.

Af seetning 6.9 far vi umiddelbart:

lll Folgesaetning 6.11

Man endrer ikke pa et linecert ligningssystems losningsmeengde, hvis man om-
former det et vilkarligt antal gange og i en vilkarlig reekkefelge ved hjeelp af de
tre reekkeoperationer.

Vi er nu rede til at benytte de tre reekkeoperationer til at reducere et lineeert lignings-
system. Vi folger i det folgende eksempel principperne i Gaussjordan-elimination, og vil
senere i afsnit 6.5 give en praecis karakteristik af denne metode.
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lll Eksempel 6.12 GaussJordan-elimination

Vi betragter nedenfor til venstre et linezert ligningssystem, som bestar af tre ligninger, hvori
der indgar de tre ubekendte x;, x; og x3. Til hejre er ligningssystemets totalmatrix opskrevet:

—X2 +x3 =2 0 -1 1]2
2x1 + 4xp — 2x3 =2 T{z 4 -2 2}. (6-22)
3x1+4xy+x3=9 3 4 19

Ideen i reduktionen er gennem reekkeoperationerne at opna felgende situation:

e x; skal veere det eneste tilbageverende led pa venstresiden af den overste lign-
ing,

K e X, det eneste pa venstresiden af den midterste ligning og

e x3 det eneste pa venstresiden af den nederste ligning.

Huis dette er muligt, er ligningssystemet ikke blot reduceret men ogsa lost!

Vi gar herunder frem efter en raekke trin, som felger GaussJordan-algoritmen, mens vi sam-
tidig ser pa raekkeoperationernes indvirkning pa totalmatricen.

For at opfylde ensket, at x; er eneste led i forste lignings venstreside, skal vi forst og fremmest
sorge for, at den overste ligning, altsa reekke et, i det hele taget indeholder x; og med koeffi-
cienten 1. Det kan vi i denne opgave opna i to trin. Vi ombytter de to overste ligninger (ved
r01) og ganger derefter den ligning, som nu star i reekke et, med  (ved rop). Kort sagt

1
Ry < Ry og E'Rli

x1+2x —x3 =1 1 2 —-1]1 (6-23)
—Xy 4+ x3 =2 0 -1 1121.
3x1+4xy+x3=9 3 4 119

Nu fjerner vi alle andre forekomster af x;. Der er her kun én forekomst, der skal fjernes,
nemlig i reekke tre. Vi ganger derfor ligningen i raekke et med tallet —3 og leegger dette
produkt til ligningen i reekke tre (ved rez) — sagt pa en anden mdde, ""vi laegger rakke et til
reekke tre —3 gange', eller "‘vi traekker raekke et fra reekke tre 3 gange'". Dvs.

R3 -3 R1 :
xX1+2x—x3=1 1 2 —-1l]1 (6-24)
—Xp+x3=2 |:0 -1 1 2]
—2xp +4x3 =6 0 -2 476
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/ \ Husk, at brugen af ros kun pavirker én reekke — i dette tilfeelde pavirkes kun raekke
@ 3, ikke raekke 1.
Vi har nu opnadet, at x; kun optraeder i reekke et. Der skal den blive! Arbejdet med x; er

afsluttet, hvilket svarer til, at der overst i totalmatricens forste sojle er et 1-tal og under 1-
tallet kun O-er. Arbejdet med forste sgjle er feerdiggjort!

De neeste omformninger skal forsoge at sikre, at den ubekendte x; kun er repreesenteret i
raekke to. Forst sorger vi lige for, at x, i raekke to far koefficienten 1 fremfor —1, hvilket gores
med operationen ro;

(—1) . R2 .
2x) —x3 =1 _
X1+ 2% — X3 1 2 -1] 1 (6-25)
X2 — X3 = -2 0 1 —-1]|-2
—2xy +4x3 = 6 0 =2 4] 6

Nu kan vi fjerne forekomsterne af x; fra raekke et og raekke tre ved to gange at benytte ros

Ri—2-R, og R3+2-Ry:

=5
X1+ X3 10 1| 5 (6-26)
xz—X3:—2 01 —-1]-2]{.
2x3 =2 00 2 2

Herefter er arbejdet med x; afsluttet, hvilket svarer til, at der i reekke to i totalmatricens anden
sgjle er et 1-tal med 0 ovenfor og nedenunder. Ligesom med den forste sgjle vil vi undga at
endre pa denne sgjle to senere raekkeoperationer.

Til sidst ensker vi, at den ubekendte x3 er repraesenteret alene i reekke tre med koefficienten
1, hvorfor x3 skal fjernes fra reekke et og reekke to. Det kan vi opnd i to trin. Ferst fds korrekt
koefficient (ved roy)

%'Rgi
x1+x3=>5 10 1] 5 (6-27)
XQ—X3:—2 01 —-1|-2
x3=1 0 0 1 1

Derefter ros to gange
Ri—R3 og Ry+Rs:

xp =4 100 4 (6-28)
X =—1 010|-1].
x3 =1 001 1

Nu optraeder x3 kun i reekke tre. Det svarer til, at der i reekke tre i totalmatricens tredje sojle
er et 1-tal, mens der er rene 0-er i resten af denne sgjle. Vi har nu gennemfert en fuldstendig
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reduktion af ligningssystemet og kan konkludere, at der findes netop én losning til det lign-
ingssystem, vi har arbejdet med, nemlig

x = (x1,x2,x3) = (4,—1,1). (6-29)

Lad os huske pa, hvad en lesning er: Det er et talseet, der far alle ligningerne
i ligningssystemet til at passe! Lad os derfor eftervise, at (6-29) faktisk er en
losning til ligningssystemet (6-22):

\Q’ —(-1)+1=2
2444 (~1)—2-1=2
3.444.-(-1)+1=9.

td
~

Som forventet passer alle tre ligninger!

I (6-28) har ligningssystemets totalmatrix efter raekkeoperationerne opndet en seerlig
smuk form med tre sdkaldt ledende 1-taller i diagonalen og 0-er alle andre steder. Man
siger, at den omformede matrix er en trappematrix, idet de ledende 1-taller danner en
"trappe'’, man kan gd ned ad fra venstre mod hejre! Det er dog ikke altid muligt at
fa trappens 1-taller til at folge en ret linje, men mindre kan ogsd gore det! Ofte ma
man flytte sig mere end én sejle mod hojre for at finde neeste trin. Den generelle lidt
kringlede definition felger herunder.
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Il Definition 6.13  Trappematrix

Et linecert ligningssystem kaldes et fuldstendigt reduceret ligningssystem, hvis dets
tilherende totalmatrix er en trappematrix. En matrix er en trappematrix, hvis den
opfylder de folgende fire betingelser:

1. Det forste tal i en reekke, som ikke er et 0, skal veere et 1-tal. Det kaldes for
reekkens ledende 1-tal.

2. I to pa hinanden folgende raekker, som begge har et ledende 1-tal, star den
overste reekkes ledende 1-tal leengere til venstre end den folgende raekkes
ledende 1-tal (trappen gédr nedad fra venstre mod hgjre).

3. I en sgjle, hvori der optreeder et ledende 1-tal, bestdr de ovrige elementer i
sojlen udelukkende af O-er.

4. Eventuelle reekker, som udelukkende bestar af 0-er, er placeret i bunden af
matricen.

1

Definitionen pd en trappematrix fra definition 6.13 betegnes i den interna-
tionale litteratur som matricens reduced row echelon form.

lll Eksempel 6.14 Trappematricer
Betragt de folgende tre matricer

100 120 13 1
010|, B=[001| og C=|00 0]. (6-30)
001 000 000

De tre viste matricer er alle trappematricer. De ledende 1-taller (markeret med fed) betragtes
som trappens "“trin"’. I A er trinene smukt placeret i diagonalen. B har kun to ledende 1-taller,

A=

og man ma ga to sgjler mod hejre for at komme fra forste til andet trin. I C har trappen kun
ét trin.
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lll Eksempel 6.15

Ingen af de folgende fire matricer er trappematricer, idet hver af dem strider mod netop én
af reglerne i definition 6.13. Det overlades til leeseren at afgore hvilken!

110 000 1 00
A=|010|, B=|1 20|, C=|(0 21 og D=
0 01 0 01 000

Der geelder nu folgende vigtige seetning om forholdet mellem en matrix og den trappe-
matrix, som den kan omformes til ved hjeelp af reekkeoperationer.

100
00 1|. (631)
010

Il Seetning 6.16  Trappeform

Hvis en given matrix M ved to forskellige serier af reekkeoperationer kan omformes
til trappematricer, sd er disse to fremkomne trappematricer identiske.

Den unikke trappematrix, som en given matrix M kan omformes til ved hjelp af
reekkeoperationer, kaldes matricens trappeform og har symbolet trap(M).

|l Bevis

Vi benytter folgende model for de seks matricer, som introduceres i lobet af beviset:

A LM B o8
! (6-32)
A4 (f—l M; i) B,
Antag, at en matrix M ved to forskellige serier af reekkeoperationer f; og f, er blevet om-
formet til to forskellige trappematricer A og B. Lad sejle nummer k veere den forste sgjle
i A og B, hvor de to matricer afviger fra hinanden. Vi danner nu en ny matrix M; ud fra
M pa felgende mdde. Forst fjerner vi alle de sojler i M, hvis sgjlenummer er storre end k .
Dernzest fjerner vi netop de sgjler i M, hvis sgjlenummer er mindre end k, og som har samme
sgjlenummer som en sejle i A (og dermed B, da sejlerne i A og B er ens for sgjle k), der ikke
indeholder et ledende 1-tal.

Nu omformer vi M; ved raekkeoperationsfolgerne f; og f», og de matricer, der dannes
herved, kalder vi for A; henholdsvis B;. Da vil A; nedvendigvis veere den samme matrix,
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som vil fremkomme, hvis vi fra A fjerner alle de sgjler, der svarer til dem, vi fjernede fra M for
at opna M;. Og det samme forhold er der mellem By og B. A; og By vil derfor have ledende
1-taller i diagonalen i alle sgjler pancer den sidste, da den sidste sgjle er den forste, hvor de
to matricer er forskellige fra hinanden. I denne sidste sgjle er der to muligheder: Enten har
én af matricerne et ledende 1-tal eller ogsa har ingen af dem det. Et eksempel pd, hvordan
situationen i det forste tilfeelde kunne veere, er:

100 100
Ai=[0 10 Bi=|0 1 2]. (6-33)
00 1 000

Vi fortolker nu M; som totalmatrix for et linecert ligningssystem £ (dvs., at den tredje sojle
i A; og By er hojresiden). Bade A; og B, vil da repraesentere et fuldsteendigt reduceret lign-
ingssystem, der skal have samme losningsmeengde som £. Men dette forer til en modstrid,
da det ene, Ay, af de fuldsteendigt reducerede systemer indeholder en inkonsistent ligning,
mens det andet, By, vil have netop én lesning. Vi kan derfor udelukke, at én af A; og By
indeholder et ledende 1-tal i sidste sgjle.

Vi undersegger nu den anden mulighed: at ingen af A; og B; indeholder et ledende 1-tal i
sidste sgjle. Situationen kunne da fx veere saledes:

101 101
Ai=[01 3 Bi=|0 1 2]. (6-34)
000 000

Bade det fuldsteendigt reducerede ligningssystem, som repraesenteres af A;, og det, der
repraesenteres af By, vil i dette tilfaelde have netop én lesning. Men da den sidste sgijle er
forskellig i de to matricer, vil lesningen for A’s ligningssystem vaere forskellig fra losningen
for By’s ligningssystem, hvorved vi igen er havnet i en modstrid.

Vi kan herefter konkludere, at antagelsen om at M kan omformes til to forskellige trappema-
tricer, ikke kan veere rigtig. Ergo horer der til M en unik trappematrix: trap(M).

Fra seetning 6.16 far vi relativt nemt det neeste resultat om matricer, som ved hjeelp af
reekkeoperationer kan omformes til hinanden:
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lll Felgesaetning 6.17

Hvis en matrix M ved en vilkérlig serie af reekkeoperationer er blevet omformet til
matricen N, sa geelder der, at

trap(N) = trap(M). (6-35)

|l Bevis

Lad s veere en serie af reekkeoperationer, der omformer matricen M til matricen N, og lad ¢
veere en serie af reekkeoperationer, der omformer N til trap(N) . Sa vil den serie reekkeoper-
ationer, der bestar af s efterfulgt af t, omforme M til trap(N). Men da M ifelge saetning 6.16
har en unik trappeform, md trap(M) veere lig med trap(N) .

Hyvis vi i den foregdende folgesaetning opfatter M og N som totalmatricer for to linezere
ligningssystemer, sa felger umiddelbart af definition 6.13:

lll Felgeseetning 6.18

Hvis to linezere ligningssystemer kan omformes til hinanden ved hjeelp af raekke-
operationer, sa er de pa fuldsteendigt reduceret form (efter udeladelse af eventuelle
trivielle ligninger) identiske.

6.5 Gaussdordan-elimination

Vi er nu i stand til preecist at indfore den eliminationsmetode, der benyttes i disse
eNoter.
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Il Definition 6.19 GaussJordan-elimination

Et linecert ligningssystem er reduceret fuldsteendigt ved GaussJordan-elimination, nar
dets tilherende totalmatrix efter brug af de tre reekkeoperationer (se setning 6.9) er
bragt pa trappeform (se saetning 6.16) efter folgende fremgangsmdde:

Vi gér frem fra venstre mod hgjre: Forst ordnes totalmatricens forste sojle,

i sa den ikke strider mod trappeformen. Dernzeest ordnes den anden sgjle, sa
den ikke strider mod trappeformen og sa videre indtil og med den sidste
sojle i totalmatricen.

Dette er altid muligt!

Nér man skal reducere lineaere ligningssystemer, er man fri til at afvige fra
B GaussJordan-metoden, hvis det i situationen skennes nemmere. Hvis man
Q " | ved andre folger af reekkeoperationer har ndet fuldsteendigt reduceret form
(trappeform), er det jo den samme form, som man ville have opndet ved strikst

at have fulgt GaussJordan-metoden. Dette fremgar af folgeseetning 6.18.

-
~

I eksempel 6.12 var det muligt direkte at aflaese losningen ud fra det fuldsteendigt re-
ducerede linezere ligningssystem. I det efterfolgende hovedeksempel er situationen
lidt mere kompliceret, hvilket haenger sammen med, at ligningssystemet har uendeligt
mange losninger.

lll Eksempel 6.20 GaussJordan-elimination

Reducer dette system af fire linezere ligninger med fem ubekendte:

X1+ 3xp + 2x3 +4x4 +5x5 =9
2x1 + 6x2 +4x3 + 3x4 +5x5 = 3

(6-36)
3x1 4+ 8x2 4+ 6x3 +7x4 + 6x5 =5
4xq1 + 14xy + 8x3 + 10x4 + 22x5 = 32.
Vi opskriver ligningssystemets totalmatrix,
1 32 4 5|9
2 64 3 5|3
=135 86 7 6 5 (6-37)
4 14 8 10 22|32
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I det folgende reducerer vi ligningssystemet ved hjeelp af de tre raeekkeoperationer.

A I det folgende viser vi kun omformningen ved ligningssystemets totalmatrix og und-
\a/ lader at vise selve ligningssystemet. Forst til sidst skriver vi igen ligningssystemet
op pa fuldsteendig reduceret form.

RZ—Z‘R’_[, R3—3-R1 og R4—4'R1:
1 32 4 5 9
0 00 -5 —5|-15 (6-38)
0 -1 0 -5 —-9|-22|"
0 20 -6 2| —4
Herefter er vi feerdige med behandlingen af forste sgjle, da vi har et ledende 1-tal i forste
reekke og lutter O-er pa de andre pladser i sgjlen.

R, <+ R3 og (—1) -Ry:

1 3 2 4 5 9
010 5 9 22 (6-39)
000 -5 —5|—-15|"
0 2 0 -6 21 —4
R1—3'R2 og R4—2'R2:
1 0 2 —11 -—-22| -57
010 5 9| 22 (6-40)
000 -5 —-5|-15]|"
0 0 0 —16 —16| —48

Arbejdet med anden sgjle er nu afsluttet.

Herefter folger en afvigelse fra det, vi sd i det forrige eksempel, hvor vi skaffede 1-taller i
diagonalen. Det er nemlig ikke muligt at skaffe et ledende 1-tal som tredje element i den
tredje reekke. Vi kan ikke bytte reekke et og raekke tre, for sa eendrer vi jo den forste sejle, som
er feerdigbehandlet. Dermed er vi ogsd feerdige med sgjle tre (2-tallet i overste raekke kan
ikke fjernes). For at fortseette reduktionen gér vi videre til det fjerde element i reekke tre, hvor
det er muligt at skaffe et ledende 1-tal.

—%'R3:
10 2 —11 —-22|-57
010 5 9| 22 (6-41)
000 1 1 30
000 —16 —16| —48

Ri+11-R3, Ry;—5-Rj og R4 +16-R3:

102 0 —11]-24
0100 4 7 (6-42)
0001 1 3
0000 0 0
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Herefter er GaussJordan-eliminationen afsluttet. og vi kan opskrive det fuldsteendigt reduc-
erede ligningssystem:
1xq + 0x2 + 2x3 + 0x4 — 11x5 = —24

Ox1+ 1xp +0x3 +0x4 +4x5 =7
0x1 +0x2 +0x3 +1x4 4+ 1x5 =3
0x7 + 0x2 + 0x3 + Ox4 + Ox5 = 0.

(6-43)

I forste omgang kan vi konstatere, at det oprindelige ligningssystem faktisk er blevet reduc-
eret (gjort mere enkelt) ved, at mange af ligningssystemets koefficienter er udskiftet med 0O-er.

Men derudover kan systemet med fire ligninger nu erstattes af et system bestdende af 3. Den
sidste reekke er nemlig en triviel ligning, der har hele IL° som sin lesningsmaengde. Det aen-
drer derfor ikke pa ligningssystemets losningsmeengde, at den sidste ligning udelades af det
reducerede system (idet feellesmaengden af losningsmeengderne for hver af de fire ligninger
er lig med feellesmaengderne af losningsmeengderne for de forste tre). Helt enkelt kan vi
derfor opskrive det fuldsteendigt reducerede ligningssystem sdledes:

X1+ ZJC3 — 11X5 =-24
Xp +4x5 =7 (6-44)
X4+ x5 =3.

Hermed er ligningssystemet reduceret mest muligt, og opgaven er lost.

Men hvordan kommer vi videre fra det reducerede ligningssystem til at indse, hvad
losningsmeengden er, og til at kunne angive den pa en overskuelig form? Vi fortseetter
ovenstaende eksempel senere (i eksempel 6.30) for at tilfgje denne losning. Men forst
har vi brug for at indfore begrebet rang.

6.6 Begrebet rang

I eksempel 6.20 er et lineeert ligningssystem bestdende af 4 ligninger med 5 ubekendte
blevet reduceret fuldsteendigt til (6-44). Der resterer her kun 3 ligninger, idet den triv-
ielle ligning 0x; 4 0xp + Ox3 + Ox4 4 0x5 = 0 er udeladt, da den blot udtrykker, at 0 = 0.
At et reduceret lineeert ligningssystem indeholder en triviel ligning, er ensbetydende
med, at trappeformen af dens totalmatrix indeholder en 0-reekke som i (6-42). Dette
giver anledning til de felgende definitioner.
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| Definition 6.21 Rang

Ved rangen p af en matrix forstas antallet af reekker i matricens trappeform, som
ikke er O-reekker. Rangen svarer dermed til antallet af ledende 1-taller i matricens
trappeform.

Af definition 6.21 og felgeseetning 6.18 samt felgeseetning 6.17 far vi direkte:

Il Seetning 6.22 Rang og reekkeoperationer

To matricer, som kan omformes til hinanden ved hjeelp af reekkeoperationer, har
samme rang.

Rangen angiver det mindst mulige antal ikke-trivielle ligninger, som et lign-
ingssystem kan omformes til ved hjeelp af reekkeoperationer. Man kan altsa
aldrig med raekkeoperationer omforme et linezert ligningssystem, sd det in-
deholder feerre ikke-trivielle ligninger, end det gor, nar det er fuldsteendigt
reduceret. Dette er en konsekvens af seetning 6.22.

td
~

-

|l Eksempel 6.23 Matricers rang

En matrix M med 3 raekker og 4 sgjler er bragt pa trappeform saledes:

3 17 =2 10 30
M=|-1 -3 3 1 — trapM)=|0 1 -2 0. (6-45)
2 30 -3 00 01
Da trap(M) ikke indeholder O-raekker, er p(M) = 3.
En matrix N med 5 reekker og 3 sgijler er bragt pa trappeform sdledes:
2 2 1] (1 0 0]
-2 -5 —4 0 0
N=| 3 1 -7| — trap(N)=|0 0 1 (6-46)
2 -1 -8 0 00
3 1 7| 000
Da trap(N) indeholder tre reekker, som ikke er O-reekker, er p(N) = 3.



eNote 6 |||| 6.7 FRA TRAPPEFORM TIL LOSNINGSMANGDE 22

< V! | Hvis vi fortolker M og N som totalmatricer for linezre ligningssystemer (hvor sid-
Q ste sgjle da vil vere hojresiden), ser vi i begge tilfeelde, at rangen af de tilsvarende

koefficientmatricer er 2, altsd mindre end rangen af totalmatricerne.

Vi vil nu undersoge relationen mellem rang og antallet af reekker og sgjler. Forst be-
meerker vi, at det direkte af definition 6.21 felger, at rangen af en matrix aldrig kan veere
storre end antallet af matricens raekker.

I eksempel 6.23 er rangen af M lig med antallet af raekker i M, mens rangen af N er
mindre end antallet af raekker i N.

Men rangen af en matrix kan heller ikke veere storre end antallet af sojler. Rangen er
jo lig med antallet af ledende 1-taller i matricens trappeform, og hvis trappeformen af
matricen indeholder flere ledende 1-taller, end der er sojler, s md der veere mindst én
sojle, der indeholder mere end ét ledende 1-tal. Men dette strider mod betingelse nr. 3 i
definition 6.13.

I eksempel 6.23 er rangen af M mindre end antallet af sgjler i M, mens rangen N er lig
med antallet af sojler i N.

Vi opsummerer de ovenstdende iagttagelser i folgende saetning;:

lll Seetning 6.24 Rang, reekker og sgjler

For en matrix M med m reekker og n sojler geelder der, at

p(M) <min{m, n}. (6-47)

6.7 Fra trappeform til lasningsmaengde

I visse tilfeelde kan man umiddelbart aflaese losningsmeaengden for et linezert ligningssystem,
nar dets totalmatrix er bragt pd trappeform. Det geelder, nar ligningssystemet ingen
losninger har, eller ndr det har netop én lesning. Hvis ligningssystemet har uendeligt
mange losninger, er der stadig et arbejde, der skal gores, for man klart kan karakteris-

ere losningsmeengden. En klart karakteriseret losningsmeengde kan med fordel opnds
ved at bringe den pa standard-parameterform.
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Begrebet rang viser sig velegnet til at give et overblik over forskellige former for los-
ningsmeengder. De neeste tre underafsnit beskriver de tre seerlige situationer.

6.7.1 Nar p(A) < p(T)

Totalmatricen T for et linezert ligningssystem har det samme antal reekker som lignings-
systemets koefficientmatrix A, men den har én ekstra sgjle, som indeholder ligningernes
hejresider. Der foreligger derfor to muligheder. Enten har vi p(T) = p(A), eller ogsé er
p(T) = p(A)+1,dvs. p(A) < p(T), hvilket svarer til, at sidste sejle i trap(T) indeholder
et ledende 1-tal. Konsekvensen af den sidste mulighed underseges i eksempel 6.25.

lll Eksempel 6.25 Inkonsistent ligning (ingen lgsning)

Totalmatricen T for et linecert ligningssystem bestdende af tre ligninger med to ubekendte er
bragt pd trappeformen

o O

1 =210
trap(T) = |:0 1] . (6-48)
0 0

Ligningssystemet er altsa blevet reduceret til

x1—2x, =0
0x1+0x, =1 (6-49)
0x1 +0xp, =0.

Bemeerk her, at ligningen i anden raekke er inkonsistent (svarer til 0 = 1), og at den derfor
ingen losninger har. Da ligningssystemets losningsmaengde er feellesmeengden af de enkelte
ligningers lesningsmeengder, har ligningssystemet ingen lasninger overhovedet.

Lad os betragte trappeformen af ligningssystemets koefficientmatrix A ved at se bort fra
hgjresiden,

trap(A) =

1 -2
0 0] . (6-50)
0 0

Vi bemeerker, at p(A) = 1. Rangen af A er altsd mindre end rangen af T, da p(T) = 2. Dette
skyldes lige preecis det reducerede ligningssystems inkonsistente ligning. Derfor er situatio-
nen p(A) < p(T) et signal om, at ligningssystemet indeholder inkonsistente ligninger.

Overvejelserne i eksempel 6.25 kan generaliseres til folgende saetning.
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ll Seetning 6.26 Nar p(A) < p(T)

Hyvis det for et linezert ligningssystems koefficientmatrix A og totalmatrix T geelder,
at

p(A) <p(T), (6-51)
sd indeholder det fuldsteendigt reducerede ligningssystem en inkonsistent ligning.
Ligningssystemet har derfor ingen losninger.

N
-

v

lll Opgave 6.27

Hvis trap(T) har en raekke af formen [0 0 --- 0 ‘ 1], s& har ligningssys-
temet ingen losninger.

Bestem trappeformen af totalmatricen for det folgende lineeere ligningssystem, og bestem
ligningssystemets losningsmaengde:

X1 +x24+2x3+x4=1

(6-52)
—2X1 —2xp — 4X3 — 2X4 =3.

6.7.2 Nar p(A) = p(T) = antal ubekendte

Lad os kalde antallet af ubekendte i et givet lineeert ligningssystem for . Sd ma der ud
fra den made, hvorpa koefficientmatricer dannes, veere n sgjler i en koefficientmatrix A.

Vi antager endvidere, at der i et givent eksempel geelder p(A) = n. I sa fald indeholder
trap(A) preecis n ledende 1-taller. De ledende 1-taller m& derfor veere placeret i diago-
nalen i trap(A), og der er lutter 0-er pa de ovrige pladser.

Endelig antager vi, at der i det givne eksempel ogsé geelder, at p(A) = p(T). Sa kan los-
ningsmaengden umiddelbart afleeses af trap(T). Den forste raekke i trap(T) vil nemlig
svare til en ligning hvor den forste ubekendte har koefficienten 1, mens alle de andre
har koefficienten 0. Den forste ubekendtes veerdi er derfor lig med det sidste element
i forste raekke (hojresiden). Samme geelder med de ovrige reekker, sa den i-te raekke
svarer til en ligning, hvor den i-te ubekendte er den eneste ubekendte, s dens veerdi er
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lig med det sidste element i den i-te raekke. Da der i sa fald til hver ubekendt svarer én
bestemt veerdi, og da p(A) = p(T) sikrer, at det fuldsteendigt reducerede ligningssys-
tem ingen inkonsistente ligninger indeholder, sd har det givne ligningssystem netop én
losning.

ll Eksempel 6.28 Netop én lgsning

Totalmatricen for et linecert ligningssystem bestadende af tre ligninger med to ubekendte er
bragt pa trappeformen

1 0]-3
trap(T) = {O 1 5] . (6-53)
0 0] O

Vi betragter trappeformen af ligningssystemets koefficientmatrix

trap(A) =

10
0 1], (6-54)
00

som har et ledende 1-tal i hver sgjle og 0-er pd alle andre pladser. Vi bemeerker endvidere, at
p(A) =p(T) =2.

Ud fra trap(T) kan vi opskrive det fuldsteendigt reducerede ligningssystem

1x1 +0xp = =3
Ox; +1x, =5 (6-55)
OX1 + OXQ = 0,

hvilket viser, at ligningssystemet har én lesning, nemlig x = (x1, x2) = (=3, 5).

Generelt kan man vise folgende saetning:

ll Seetning 6.29 Nar p(A) = p(T) = antal ubekendte

Hyvis der for et linezert ligningssystems koefficientmatrix A og totalmatrix T geelder,
at
p(A) = p(T) = antal ubekendte, (6-56)

sa har ligningssystemet netop én lesning, som umiddelbart kan afleeses af trap(T).
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6.7.3 Narp(A) = p(T) < antal ubekendte

Vi er nu rede til at genoptage diskussionen af vores hovedeksempel 6.20 om et linezert
ligningssystem med 5 ubekendte, hvor vi fandt frem til, at det fuldsteendigt reducerede
ligningssystem bestdr af 3 ikke-trivielle ligninger. Lad os nu finde losningsmaengden og
undersoge dens struktur.

ll Eksempel 6.30 Uendeligt mange lgsninger

I eksempel 6.20 blev totalmatricen T for et lineert ligningssystem bestdende af 4 ligninger
med 5 ubekendte reduceret til

1 02 0 —11|-24
0100 4 7

trap(T) = 00 0 1 1 3 (6-57)
0 00O 0 0

Det ses heraf, at p(A) = p(T) = 3, det vil sige mindre end 5, som er antallet af ubekendte.
Ud fra trap(T) opskriver vi det fuldsteendigt reducerede ligningssystem

X1+ 2x3 — 11x5 = —24
Xy +4x5 =7 (6-58)

X4+X5:3.

Ligningssystemet har uendeligt mange lasninger. Til ethvert valg af talveerdier for x3 og x5
kan man finde netop én ny veerdi af de ovrige ubekendte x1, x og x4. Det kan vi tydeliggore
ved at isolere x1, xp 0og x4:

x1 = —24 —2x3 + 11x5

Xy = 7— 4X5 (6-59)
Xq4 = 3 - X5 .

Hyvis vi for eksempel veelger x3 = 1 og x5 = 2, kan vi se, at ligningssystemet har losningen
x = (x1, X2, X3, X4, x5) = (—4, —1, 1, 1, 2). Vi kan derfor betragte x3 og x5 som frie parametre,
der fastleegger betydningen af de tre gvrige ubekendte, og omdeber derfor pa hejresiden x3
og xs5 til parameternavnene t; henholdsvis t,. Herefter kan vi opskrive losningsmaengden

saledes:
x1 = —24—-2H + 114

Xy = 7 — 4t2
X3 = tl (6-60)
Xy =3—1t

X5 = to,
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eller mere overskueligt pa standard-parameterform

X1
X2
X3
X4
X5

—24

S W O3

+t

-2

S O = O

+ t

hvor t,tp € LL. (6-61)

Med et geometrisk inspireret sprogbrug vil vi kalde vektoren (—24,7,0,3,0) for les-
ningsmeengdens begyndelsespunkt og de to vektorer (-2, 0, 1, 0, 0) og (11, —4, 0, —1, 1) for
dens retningsvektorer. Hvis vi kalder begyndelsespunktet for xg og retningsvektorerne for v;
henholdsvis v, kan vi opskrive parameterfremstillingen saledes:

X = Xo + t1v] + trvp

hvor

t,tr € IL. (6-62)

Da lgsningsmeaengden har to frie parametre svarende til to retningsvektorer, siger man, at den
har en dobbelt-uendelighed af losninger.

N
~ -

Linje 3 og 51 (6-61) udtrykker blot at x3 = t; og x5 = t>.

Lad os, inspireret af eksempel 6.30, formulere en generel fremgangsmade til at bringe
losningsmeaengden pa standard-parameterform ud fra det fuldsteendigt reducerede lign-

ingssystem:
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lll Metode 6.31 Fra totalmatrix til Igsning pa standard-parameterform

Vibetragter et lineeert ligningssystem med n ubekendte, som har koefficientmatricen
A og totalmatricen T. Det forudsaettes desuden, at

p(A) =p(T) =k <n. (6-63)
Ligningssystemets losningsmaengde bringes pa standard-parameterform sdledes:

1. Vi finder trap(T) og opskriver herudfra det fuldsteendigt reducerede lig-
ningssystem (som gjort i (6-58)).

2. Thver af de k ikke-trivielle ligninger i det fuldsteendigt reducerede ligningssy-
stem isolerer vi den forststiende ubekendte pa venstresiden (som gjort i (6-59)).

3. Vihar hermed isoleret i alt k forskellige ubekendte pa venstresiden af det sam-
lede system. De gvrige n — k ubekendte, som nu findes pa hejresiden, omdobes
til parameternavnene t,ty, ..., t, .

4. Nu kan vi opskrive losningsmeengden pa standard-parameterform:
X = (X1,%2,..., %) =xg+tvi+tavo+ -+t (v, g, (6-64)

hvor vektoren xg angiver parameterfremstillingens begyndelsespunkt, mens
V1,V2,...,V,_i er dens retningsvektorer (som gjort i (6-61)).

Bemeerk, at tallene t1, t, .. ., t,,_ kan veelges frit. Uanset valg vil (6-64) vre en gyldig
Isning. De kaldes derfor for frie parametre.

Hvis man har fulgt GaussJordan-eliminationens algoritme til punkt og prikke,
ndr man frem til et bestemt begyndelsespunkt og et bestemt seet af retningsvek-
A torer for lasningsmeengden, se (6-64). Men losningsmaengden kan opskrives
@ med et andet valg af begyndelsespunkt (hvis ligningssystemet er inhomogent)

og med et andet valg af retningsvektorer (fx er kortere og leengere vektorer
stadig retningsvektorer, da retningen ikke @endres). Dog vil retningsvektor-
ernes antal altid veere (n — k).

Bemeerk, at der findes eksempler pd lesningsmeengder, hvor der ganske vist er uen-
deligt mange losninger, da der er frie parametre til stede, men hvor en eller flere af
de ubekendte alligevel har fastldste veerdier, dvs. at de ikke atheenger af denne frie pa-
rameter. I det folgende eksempel har den frie parameter kun betydning for én af de
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ubekendte. De to andre er fastldste.
|l Eksempel 6.32 Uendeligt mange lgsninger med en fri parameter

For et givet lineaert ligningssystem har man fundet, at

1 00

trap(T) = [0 01

-2
5] . (6-65)

Vi konstaterer, at p(A) = p(T) = 2 < n = 3. Der er derfor én fri parameter. Losningsmaeeng-
den opskrives:

X1 —2 0
x=|x|=| 0|+t|1], (6-66)
X3 5 0

hvor t er en skalar, der kan veelges frit. Som det ses, athaenger x; og x3 ikke af den frie
parameter men har faste veerdier.

Generelt kan man vise folgende seetning;:

ll Seetning 6.33 Nar p(A) = p(T) < antal ubekendte

Hyvis det for et linecert ligningssystem med n ubekendte og med koefficientmatrix A
og totalmatrix T geelder, at

p(A) =p(T) =k <m, (6-67)

sa har ligningssystemet uendeligt mange losninger, som kan opskrives pa standard-
parameterform med begyndelsespunkt og n — k retningsvektorer.

6.8 Om antallet af lasninger

Vi har tidligere understreget, at losningsmaengden for et ligningssystem er fellesmaeng-
den af lesningsmeengderne for hver af de ligninger, der indgar i systemet. Lad os be-
tragte et system bestdende af tre linezere ligninger med to ubekendte:

ap-x+b-y=ocy

ay-x+by-y=cy (6-68)

az-x+bs-y=c3.
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Ligningssystemet svarer til ligninger for tre rette linjer i et koordinatsystem i planen.
Losningsmangden for ligningssystemet svarer sd til meengden af de punkter, som er falles
for alle de tre linjer. For at besvare sporgsmalet om "‘antallet" af lesninger, tegner vi de
vaesensforskellige situationer, der findes, i figur 6.1. I situation 2 er to af linjerne par-

Ve

"y

N

—
\///\
S

4 5

Figure 6.1: De seks mulige losningsstrukturer for tre ligninger med to ubekendte

allelle, og i situation 3 er alle tre linjer parallelle. Der er derfor ingen feelles punkter
for alle de tre linjer i situationerne 1, 2 og 3. I situation 5 er to af linjerne (bld og red)
sammenfaldende. Der er derfor netop ét feelles punkt i situationerne 4 og 5. I situation
6 er alle tre linjer sammenfaldende. Der er derfor i denne situation uendeligt mange
teellespunkter.

Dette eksempel med tre ligninger med to ubekendte illustrerer den felgende setning,
som folger af vores studium af lesningsmeengder i det foregdende afsnit, se seetningerne
6.26, 6.29 og 6.33:

ll Seetning 6.34 Bemaerkning om antal lgsninger

Et lineeert ligningssystem har enten ingen, én eller uendeligt mange losninger. Andre
muligheder findes ikke.
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6.9 Lgsningsmangders lineaere struktur

I dette afsnit vil vi ga lidt dybere ned i spergsmalet om strukturen af losningsmeengder
for linezere ligningssystemer. Det er i seerlig grad vigtigt at bemaerke sammenhaengen
mellem lgsningsmaengden for et inhomogent linezert ligningssystem og lesningsmaeng-
den for det tilsvarende homogene lineaere ligningssystem. Vi starter med at undersoge ho-
mogene linezere ligningssystemer.

6.9.1 Homogene linezere ligningssystemers egenskaber

Et homogent linecert ligningssystem af m linezere ligninger med n ubekendte skrives pa
formen
a1 X1+ ayp-xp+ ...+ ay, - xp =0
ar1 - X1 + azz-xz—f—...—i— Ay - Xy =10 (6:69)
A1 - X1+ am - X2+ ...+ amn - X, =0.

I den folgende seetning beskriver vi en vigtig egenskab ved strukturen af lesnings-
meengden for homogene linezere ligningssystemer.

ll Seetning 6.35 Lasninger til homogent linezert ligningssystem

Lad Ly, betegne lasningsmeengden for et homogent lineeert ligningssystem. Sa
findes der mindst én losning til systemet. Hvis Ly,,, # 0, og

x=(x1, %2, ...,%n) 08 Y= (Y1, Y2, -, Yn) (6-70)
er to vilkarlige lesninger, og k er en vilkdrlig skalar, sa vil bade summen
x+y=(@+y, x2+Yy2 ..., Xn+Yn) (6-71)

og produktet
k-x=(k-x1,k-xp, ...,k x) (6-72)

tilhere Ly,
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|l Bevis

En oplagt egenskab ved systemet (6-69) er, at p(A) = p(T) (fordi hejresiderne er lutter nuller).
Systemet har derfor mindst én losning — det folger af seetning 6.29. Vi kan ogés straks finde
en losning, nemlig nulvektoren 0 € IL" . At den er en lgsning fremagr jo af, at ndr vi erstatter
alle de n ubekendte i systemet med tallet 0, s bestdr systemet af m ligninger af formen 0 =
0. Vi forudseetter i det folgende, at Lj,,, # 0, altsa at der ogsa findes andre losninger end
nullesningen.

Seetningen indeholder derudover to dele, som bevises hver for sig:

1. Hvis
aipx1+apxy+---+apx, =0 forethvert i=1,2,...,m, (6-73)

0og
anyr +apy2 + -+ aimyn =0 forethvert i=1,2,...,m, (6-74)

sa fas ved addition af de to ligninger og efterfolgende faktorisering med hensyn til
koefficienterne

ap(x1 +y1) Fap(x2+y2) + -+ aiu(xy +yu) =0

‘ (6-75)
for ethvert i=1,2,...,m ,
hvilket viser, at x 4 y er en losning.

2. Hvis
apnx1 + apxy + - +apux, =0 forethvert i=1,2,...,m , (6-76)

og k er en vilkarlig skalar, sa fds ved multiplikation pa begge sider med k og efterfel-
gende faktorisering med hensyn til koefficienterne

ai(k-x1) +ap(k-x2)+---+apy(k-x,) =0 forethvert i=1,2,...,m , (6-77)

hvilket viser, at k - x er en losning.
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Il Bemaerkning 6.36

Hvis man tager et vilkarligt antal lesninger fra Lj,,,, ganger dem med vilkarlige kon-
stanter og leegger disse produkter sammen, sd vil denne sdkaldte linearkombination
af losninger ogsa selv veere en losning. Dette er en konsekvens af seetning 6.35.

6.9.2 Strukturseetningen

Vi skal nu betragte en afgorende relation mellem et inhomogent linezert ligningssystem
af formen
apn X1+ ap X2+ ...+ a1, - Xy =bq

021'x1+a22'xz-!----+612n'xn=b2 (6.78)

Al - X1+ Ay - X2 + oo+ Ay - X = by

og det tilhorende homogene linezere ligningssystem, hvilket er det samme ligningssystem
som (6-78) blot med alle hegjresider b; udskiftet med 0. Losningsmeengden for det in-
homogene ligningssystem kaldes L;,j,,,, 0g losningsmeengden for det tilherende homo-
gene ligningssystem Ly,

Il Seetning 6.37  Struktursaetningen

Hvis der er fundet bare en enkelt losning (en sdkaldt partikuleer losning xp) til et
inhomogent lineeert ligningssystem, sa kan L;,,j,,,,, findes som summen af xg og Ly,

Der geelder med andre ord
Linpom = { X=X0+Y|Y € Luom } ’ (6-79)

eller kort skrevet
I treiern = 53 35 Litgn o (6'80)
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|l Bevis

Seetningen rummer to pastande. Den ene er, at summen af xg og en vilkarlig vektor fra Ly,
tilherer L;,p,,- Den anden er, at en vilkarlig vektor fra Lj,jo, kan skrives som summen af xg
og en vektor fra Ly,,,. Vibeviser de to pastande hver for sig:

1. Antagy € Ly, Viensker at vise, at

x = Xxo+y = (X0, + Y1, %0, + Y2,..., %0, + Yn) € Linhom - (6-81)

Da
aixo, + apxo, + - +aiyxo, = b; forethvert i=1,2,...,m, (6-82)

0g
anyr +apys + -+ aimyn =0 forethvert i=1,2,...,m, (6-83)

sa fas ved addition af de to ligninger og efterfolgende faktorisering med hensyn til
koefficienterne

an(xo, +y1) + -+ +aim(x0, + yu) = b; forethvert i=1,2,...,m, (6-84)
hvilket viser det enskede.

2. Antag, at x € Ly, - Vi onsker at vise, at der findes en vektor y € Ly,,,, der opfylder,
at
X=X0+Yy. (6-85)

Da bade x og x tilherer Lj,j,,,, geelder, at
anx1+ apxy 4+ -+ a;x, =b; forethvert i=1,2,...,m, (6-86)

0g
apxo, +apxo, + -+ apXxo, = b, forethvert i=1,2,...,m . (6-87)

Nar vi treekker den nederste ligning fra den overste, far vi efter faktorisering
ain(x1 —xo,) + -+ -+ aiy,(xyn —x0,) =0 forethvert i=1,2,...,m, (6-88)

hvilket viser, at den vektor y, som defineres ved y = x — xq, tilherer L;,,, og opfylder
det onskede: x = xo +y.
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