eNote 1 1

lll eNote 1

Komplekse tal

I denne eNote introduceres 0g undersoges talmangden C , de komplekse tal. Da C betragtes
som en udvidelse af R , forudsaetter eNoten almindeligt kendskab til de reelle tal, herunder de
elementare reelle funktioner som de trigonometriske funktioner og den naturlige
eksponentialfunktion. Endelig forudsaettes elementeert kendskab til vektorer i planen.
Opdateret 24.10.21 af Karsten Schmidt

1.1 Indledning

En simpel andengradsligning som x2 = 25 har to reelle lgsninger, nemlig
x=>5o0g x=-5,
idet 52 = 25 og (—5)? = 25. Pa tilsvarende vis har ligningen x> = 2 to lesninger,
nemlig
X =V og x = V2,
idet /22 =2 0g (—\/5)2 =2.
I de ovenstdende ligninger var hejresiden positiv. Med ligningen
=k, keR

skal vi passe mere pd. Her afhenger alt nemlig af fortegnet pa k. Hvis k > 0, har
ligningen lgsningerne
= vk og x = —Vk,
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idet vVk2 =k og (—vk)% = k. Men hvis k < 0, har ligningen ingen losninger, da der
ikke findes reelle tal, hvis kvadrat er negativt.

Men kunne man forestille sig en storre maengde af tal end de reelle; en meengde, der
indeholder alle de reelle tal, men derudover ogsi en losning til ligningen

x> =—1. (1-1)

Lad det komme an pd en prove! Vi antager at (1-1) har en losning og giver lesningen
symbolet i. S& ma (1-1) i analogi med ovenstdende ligninger ogsd have lesningen —i,
og vi opndr de to bemzerkelsesveerdige identiteter

i?= -1 og (—i)* = —1.

Vi stiller nu det ekstra krav til det hypotetiske tal i, at man skal kunne regne med det
efter de samme regneregler, som geelder for de reelle tal. Man skal for eksempel kunne
gange i med et reelt tal b og leegge denne storrelse til et andet reelt tal 2. Hermed opstér
et nyt slags tal z af typen

z=a+1ib, (a,b) € R%.

Nedenfor beskriver vi, hvordan de nevnte ambitioner om en storre talmeengde kan
imedekommes. Vi ser pa, hvordan strukturen af talmeengden ma veere, og hvilke lovmees-
sigheder den indeholder. Talmaengden kalder vi de komplekse tal og giver den symbolet
C. Den ma veere to-dimensional i den forstand, at et komplekst tal indeholder to reelle
tal 2 og b. Og som noget helt afgerende viser det sig at alle ligninger pa formen

X+ a, X" 1t ax+ag=0

hvor ao, . ..,a, ervilkdrlige rationale tal (de sdkaldte algebraiske ligninger) har lesninger
inden for C.

, | Man ser ofte tallet i indfort ved i = v/—1. Da det ligger uden for rammerne

> - | af denne eNote at give en preecis definition af kvadratroden af komplekse tal,

Q undgér vi i det folgende skrivemdder hvor der tages kvadratrod af andre tal
end reelle tal som er storre end eller lig med 0.

1.2 Komplekse tal indfart som reelle talpar

Den seedvanlige skrivemdde for et komplekst tal z er

z=ua+ib, (1-2)
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hvor a og b er reelle tal, og i er det nye imaginere tal, der opfylder i> = —1. Denne form
er serdeles praktisk ved regning med komplekse tal og derfor den form, der oftest ses
i tekniske anvendelser. Men af teoretiske grunde kan vi ikke definere de komplekse
tal ud fra formen (1-2). For hvad betyder egentlig et produkt som ib, og hvad betyder
additionen a +ib ?

En tilfredsstillende made at indfere komplekse tal pa er som maengden af reelle talpar
(a,b). Vivil i dette afsnit vise, hvordan man i denne meengde kan definere regneoper-
ationer (addition, subtraktion, multiplikation og division), der opfylder de seedvanlige
regneregler fra reelle tal. De vil vise sig at give skrivemaden (1-2) fuld mening.

lll Definition 1.1  De komplekse tal

De komplekse tal C defineres som meengden af ordnede reelle talpar:

C={(ab)|abeR} (1-3)

N

e

Som symbol for et vilkarligt komplekst tal vil vi ofte bruge bogstavet z.

Il Eksempel 1.2

Her angives fem forskellige komplekse tal:

z1=1(2,7), z22=(7,2), z3=(0,1), z4 = (=5,0), z5 = (0,0).

Forst indferer vi regnearten addition for komplekse tal. Derefter subtraktion som en
seerlig form for addition.
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lll Definition 1.3  Addition af komplekse tal

Lad z; = (a,b) og z» = (c,d) veere to komplekse tal.
Summen z1 + z; defineres ved

z1+20 = (a,b)+ (c,d) = (a+c,b+4d). (1-4)

lll Eksempel 1.4  Addition

For de to komplekse tal z; = (2,7) og z, = (4, —3) geelder:

21+220=(2,7)+(4,-3)=(24+4,7+(-3)) = (6,4).

Det komplekse tal (0,0) er neutralt med hensyn til addition, idet der for ethvert kom-
plekst tal z = (a,b) geelder:

z+(0,0) = (a,b) +(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b) = z.

Det er klart, at (0,0) er det eneste komplekse tal, som er neutralt med hensyn til addi-
tion.

For ethvert komplekst tal findes et modsat tal, som adderet med z giver (0,0). Det kom-
plekse tal z = (a,b) har det modsatte tal (—a, —b), idet

(a,b) + (—a,—b) = (a+ (—a), b+ (=b)) = (a—a,b—0b) = (0,0).

Det er klart, at (—a, —b) er det eneste modsatte tal for z = (a,b). Det entydigt bestemte
modsatte tal til et komplekst tal z betegnes —z. Ved hjeelp heraf kan subtraktion af
komplekse tal indferes som en seerlig form for addition.

Il Definition 1.5 Subtraktion af komplekse tal

For to komplekse tal z; og z, defineres differensen z; — z, ved summen af z; og det
modsatte tal for z5 :
21—z =21+ (—22). (1-5)
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Lad os for to vilkarlige komplekse tal z; = (a,b) og zo = (c,d) beregne differensen
z1 — z» ud fra definition 1.5:

z1—2p = (a,b) + (—c,—d) = (a+ (—c), b+ (—d)) = (a—c,b—d).
Dette giver den enkle formel

z21—2p=(a—c,b—d). (1-6)

lll Eksempel 1.6  Subtraktion af komplekse tal

For de to komplekse tal z; = (5,2) og z, = (4, —3) geelder:

Z1 —2p = (5—4,2— (—3)) = (1,5).

Mens addition (og subtraktion) af komplekse tal synes enkel og naturlig, virker multip-
likation (og division) af komplekse tal mere ejendommelig. Vi skal senere se, at alle fire
regningsarter har markante geometriske aekvivalenter i den sdkaldte komplekse talplan,
som er den grafiske fremstilling af komplekse tal. Men i forste omgang ma vi blot tage
definitionerne for gode varer. Forst giver vi definitionen pd multiplikation. Derefter pa
division som en seerlig form for multiplikation.

ll Definition 1.7  Multiplikation af komplekse tal

Lad z; = (a,b) og z» = (c,d) veere to komplekse tal.
Produktet z1 zo defineres ved

2129 = 21 -2p = (ac — bd,ad + bc) . (1-7)

lll Eksempel 1.8  Multiplikation af komplekse tal

For de to komplekse tal z; = (2,3) og zo = (1, —4) geelder:

2120 = (2,3) - (1,—4) = (2-1— (3 (—4)),2- (—4) +3-1) = (14, -5).
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Det komplekse tal (1,0) er neutralt med hensyn til multiplikation, idet der for ethvert
komplekst tal z = (a,b) geelder:
(a,

z-(1,0) =(a,b)-(1,0)=(a-1—-b-0,a-0+b-1) = (a,b) =z

Det er klart, at (1,0) er det eneste komplekse tal, som er neutralt med hensyn til multi-
plikation.

For ethvert komplekst tal z udover (0,0) findes et unikt reciprokt tal, som ganget med

1
det z giver (1,0). Det betegnes . Det komplekse tal z = (a,b) har det reciprokke tal

1 a b

idet

(a,b) a b B a? n b? _ab n ba — (1,0)
’ a2 +b2" a2 +b2)  \a>+b2 a2+b* a2+ a24+02)

Il Opgave 1.9
Vis, at ethvert komplekst tal z # (0,0) har netop ét reciprokt tal.

Ved hjeelp af reciprokke tal kan vi nu indfere division som en seerlig form for multip-
likation.

Il Definition 1.10  Division af komplekse tal

Lad z; og z, veere vilkérlige komplekse tal, hvor z; # (0,0).

% . 1
Kvotienten z_l defineres som produktet af z1 og det reciprokke tal o for z; :
2 2

— =21 — . (1-9)

Lad os for to vilkarlige komplekse tal z; = (a,b) og zp = (¢,d) # (0,0) beregne kvo-

tienten A ud fra definition 1.10:

Z2
. -l—(ab) c B d _ (ac+bd bc—ad
Vg, VW \eara2 2+a2)  \ 2+ 2+d2 )
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Vi far hermed felgende formel for division:

z1 _ ac+bd bc—ad
zp \E+d? 24d2 )’

(1-10)

lll Eksempel 1.11  Division af komplekse tal

Betragt de to komplekse tal z; = (1,2) og zo = (3,4).

21 (1:3+2-42-3-1-4\ (11 2
Zr 32442 7 32442 - \25"25)°

Vi slutter afsnittet med at vise, at de komplekse tal med de indferte regneoperationer
opfylder regneregler kendt fra de reelle tal.

Il Seetning 1.12 Egenskaber for komplekse tal
De komplekse tal overholder folgende regneregler:

1. Kommutativ regel for addition: z; +zp = zp + 21
Associativ regel for addition: (z1 + zp) + 23 = z1 + (22 + 23)

Tallet (0,0) er neutralt mht. addition

= LN

Ethvert z har et modsat tal —z hvor z + (—z) = (0,0)

o

Kommutativ regel for multiplikation: z; zp = zp z;
6. Associativ regel for multiplikation: (z1 z2) z3 = z1 (22 23)

7. Tallet (1,0) er neutralt mht. multiplikation

8. Ethvert z # (0,0) har et reciprokt tal %, hvor z - % = (1,0)

9. Distributiv regel: zq (zp + z3) = z1 22 + 21 23
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|l Bevis

Lad os se pa egenskab 1, den kommutative regel. Der er givet to komplekse tal z; = (a,b) og
zp = (¢, d). Der geelder, at

z1+z=(a+cb+d) = (c+ad+b)=2z+2.

Ved det andet lighedstegn er der for bade forste- og andenkoordinat benyttet, at den kom-
mutative lov for addition geelder for de reelle tal. Dermed ses at den kommutative regel ogsa
geelder for komplekse tal.

I beviset for egenskaberne 2,5, 6 og 9 udnyttes pa tilsvarende mdde, at de tilsvarende regler
geelder for reelle tal. Detaljerne overlades til leeseren. For egenskaberne 3,4,7 og 8 henvises
til gennemgangen tidligere i dette afsnit.

1.3 Komplekse tal pa rektanguleer form

Da der til ethvert ordnet reelt talpar svarer et unikt punkt i (x,y)-planen, og omvendt
til ethvert punkt i (x, y)-planen svarer et unikt ordnet reelt talpar, kan C opfattes som
mengden af punkter i (x,y)-planen. P4 figur 29.1 er vist seks punkter i (x, y)-planen,
det vil sige seks komplekse tal.

Y

A
(0,b) @~~~ e (a,b)
(0}1)1»
0ol (Lo @o -~

Figur 29.1 Seks komplekse tal i (x,y)-planen

Vi vil i det felgende @endre skrivemdden for komplekse tal.
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Forst identificerer vi alle komplekse tal af typen (a,0), det vil sige de tal der ligger pa
x-aksen, med de tilsvarende reelle tal a. Specielt skrives tallet (0,0) som 0 og tallet
(1,0) som 1. Bemeerk, at dette ikke forer til konflikt mellem de indferte regnearter for
komplekse tal og de seedvanlige for reelle tal, idet

(a,0) 4+ (b,0) = (a+b,0+0) = (a+1b,0)

0g
(2,0)- (b,0) = (a-b—0-0,a-0+0b) = (ab,0).

Derved kan x-aksen opfattes som en almindelig reel talakse og betegnes realaksen. Pa
den made kan de reelle tal ses som en delmengde af de komplekse. At y-aksen kaldes
imaginaraksen heenger sammen med de forunderlige egenskaber for det komplekse tal
i, som vi nu skal indfere og undersoge.

lll Definition 1.13  Tallet i
Ved det komplekse tal i forstés tallet (0,1) .

En afgerende motivation for indferingen af de komplekse tal var onsket om en
talmeaengde, der indeholder en lesning pad ligningen

‘Q’ x?=—1.

Med tallet i har vi faet en losning, idet der geelder:

td
~

2=11=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —1.

Il Seetning 1.14 Komplekse tals rektangulaere form

Ethvert komplekst tal z = (4, b) kan skrives pd formen
z=a+i-b=a+ib. (1-11)

Den skrivemdde kaldes den rektanguleere form af z .
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|l Bevis

Beviset bestdr i simple omregninger, hvor den nye skrivemade for tal af typen (a,0) indgar.

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0) = a +1ib.

Da 0 = (0,0) er neutralt med hensyn addition, og 1 = (1,0) er neutralt med
hensyn multiplikation, geelder folgende identiteter:

Q’ O+z=2zo0g lz=1z.

Endvidere ses nemt, at

-
~

0z=0.

Lad os nu betragte alle komplekse tal af typen (0,0) . Da
(0,b) =0+1ib = ib,

kan i forstds som y-aksens enhed, og man omtaler derfor i som den imaginaere enhed.
Heraf kommer betegnelsen imagineraksen for y-aksen.

Pa figur 29.2 ses en opdatering af situationen fra figur 29.1, hvor tallene betegnes ved
deres rektanguleere form.

imaginaeraksen
A

> realaksen

Figur 29.2 Seks komplekse tal pa rektanguleer form i den komplekse talplan
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1

B

Alle reelle tal er komplekse, men ikke alle komplekse tal er reelle!

lll Metode 1.15  Udregninger ved hjeelp af rektangulaer form

En afgorende fordel ved den rektanguleere form af komplekse tal er, at man ikke
behever huske de formler for regneoperationerne addition, subtraktion, multiplika-
tion og division, der blev givet i definitionerne 1.3, 1.5, 1.7 og 1.10. Alle udregninger
kan nemlig udferes ved, at man felger de seedvanlige regneregler for reelle tal og
behandler tallet i, som man ville behandle en reel variabel — dog med den forskel,
at man kan erstatte i med —1.

I det folgende eksempel vises, hvordan multiplikation kan udferes ved seedvanlig reg-
ning med faktorernes rektanguleere form.

lll Eksempel 1.16  Multiplikation vha. rektangulaer form

Vi udregner produktet af de to komplekse tal givet pd rektanguler form z; = a +ib og
Zp =C+ id :

2122 = (a +1b)(c +id) = ac + iad + ibc + i*bd = ac + iad + ibc — bd
= (ac — bd) +i(ad + bc) .

Resultatet svarer til definitionen, se definition 1.7!

lll Opgave 1.17

Bevis, at den folgende regel for reelle tal — den sékaldte nulregel — ogséa geelder for kom-
plekse tal: "“Et produkt af to tal er 0, hvis og kun hvis mindst én af faktorerne er 0.

"ns
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|l Bemaerkning 1.18  Potenser for komplekse tal

Egenskab 6 i setning 1.12 giver os mulighed for indfering af heltals-potenser for
komplekse tal, der svarer til heltals-potenser for reelle tal. Lad i det felgende n
betegne et naturligt tal.

1. 2l=z, 22=2-2, 2°=2-2-2z osw.

2. Pr. definition settes z° = 1.

n

1
3. Endelig seettes z7" = ol

De vises nemt at de seedvanlige regneregler for heltals-potenser af reelle tal ogsa
geelder for de komplekse:

Vi afslutter dette afsnit med at indfere begreberne realdel og imagineerdel for komplekse
tal.

lll Definition 1.19  Realdel og imaginzerdel

Givet et komplekst tal z med rektanguleer form z = a +ib. Ved realdelen af z forstas
det reelle tal
Re(z) = Re(a+1ib) =a, (1-12)

og ved imagineerdelen af z forstds det reelle tal

Im(z) =Im(a+ib) =b. (1-13)
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Udtrykket rektanguler form hentyder til tallets placering i den komplekse
talplan, hvor Re(z) er tallets vinkelrette nedfeeldningspunkt pé real-aksen, og
Im(z) dets vinkelrette nedfeeldningspunkt pa imagineeraksen. Realdelen er
kort sagt tallets forstekoordinat, mens imaginzardelen er tallets andenkoordi-

Q nat.

Bemeerk, at ethvert komplekst tal z kan opskrives pa rektangulaer form séledes:

-
~

z =Re(z) +1ilm(z).
lll Eksempel 1.20 Realdel og Imaginzerdel

Tre komplekse tal er givet ved
z1=3—-2i, zp =i5,z3 =25 +1.

Find realdelen og imagineerdelen af hvert tal.

Re(zl) = 3, Im(zl) =-2
Re(Zz) = 0, Il‘n(Zz) =5
Re(23) = 25, Im(Z3) =1

To komplekse tal pd rektanguleer form er ens, hvis og kun hvis sdvel deres
realdele som deres imaginaerdele er ens.

N
\Q,

1.4 Konjugering af komplekse tal
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Il Definition 1.21  Konjugering

Lad z veere et komplekst tal med rektanguleer form z = a 4-ib. Ved det konjugerede
tal til z forstds det komplekse tal z givet ved

Z=a—ib. (1-14)

At konjugere et komplekst tal svarer til at det spejles i realaksen som vist pa figur 29.3.

imagineeraksen
A z=a+ib

» realaksen

z=a-ib
Figur 29.3 Spejling i realaksen

Det er indlysende, at det konjugerede tal til et konjugeret tal er det oprindelige tal selv:
zZ=1z. (1-15)

Endvidere geelder folgende nyttige formel for produktet af et komplekst tal og dets
konjugerede tal:

z-Z=|z? (1-16)
som bevises ved simpel udregning.
I den folgende metode vises en snild metode til omskrivning af en brek med imagineer

neevner til rektanguleer form, hvor vi udnytter at produktet af et tal z = a + ib og dets
konjugerede z = a — ib altid bliver et reelt tal, jf. (1-16).
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ll Metode 1.22  Udregning af brek med imaginger naevner

Huskereglen er: Forleeng broken med naevnerens konjugerede. Her er neevneren op-
skrevet pa rektanguleer form:
z  z(a—ib)  z(a—ib)
a+ib  (a+ib)(a—ib) a2+ b2’

Et eksempel:

For konjugering i forbindelse med de fire seedvanlige regnearter geelder der folgende
meget simple regler.

Il Seetning 1.23  Regneregler for konjugering

lLzi+z=2z1+2
2.21—2=21—2
3.21°22=21"23

4. (z1/z22) =71/72 , 22 # 0.

|l Bevis

Beviset gennemfores ved simple omformninger ud fra tallenes rektanguleere form. Som
eksempel tager vi den forste formel. Antag z; = a; +iby og zo = a» +ib, . Sa geelder:

Z1+ 20 = (611 + ib]) + (Elz + ibz) = (ﬂl + Elz) + i(bl + bz)
= (a1 —|—112) — i(bl + bz) = (a1 — ibl) + (112 — ibz)
=2z1+23.
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Til sidst bemaerker vi, at alle komplekse tal pa realaksen er identiske med deres kon-
jugerede tal, og at de er de eneste komplekse tal, der opfylder denne egenskab. Vi kan
af den grund opstille et kriterium for, om et givet tal i en meengde af komplekse tal er
reelt:

ll Seetning 1.24  Realkriteriet

Lad A veere en delmeengde af C, og lad AR betegne den delmeengde af A, som
bestdr af reelle tal. Der geelder:

AR={z€ Alz=1z}.

Il Bevis

Lad z veere et vilkarligt tal i A C C med rektanguleer form z = a + ib. Der geelder da:

z=za—ib=a+ibs2b=0b=0&zc AR.

1.5 Polaere koordinater

Den oplagte made at angive et punkt (eller en stedvektor) i et seedvanligt (x, y)-koordinatsystem
pa er naturligvis ved punktets rektanguleere, dvs. retvinklede, koordinater (a,b). I mange
situationer er det imidlertid nyttigt at kunne bestemme et punkt ved dets poleere koordi-

nater, som bestar af punktets afstand til Origo samt dets retningsvinkel fra x-aksen til dets
stedvektor. Retningsvinklen er da positiv, hvis den males i retning mod uret, og negativ

i retning med uret.

I det folgende indferer pa tilsvarende vis poleere koordinater for komplekse tal. Lad os
forst praecisere en orientering af den komplekse talplan.
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Il Definition 1.25 Orientering af den komplekse talplan

Orienteringen af den komplekse talplan fastleegges ved, at en cirkel med centrum i
tallet 0 gennemlobes mod uret.

Im

S
e

Figur 29.4 Den komplekse talplans orientering

Ingredienserne i det komplekse tals poleere koordinater er som neevnt dets afstand til
Origo, kaldet absolutvardien, og dets retningsvinkel, kaldet argumentet. Dem indferer vi
nu.



eNote 1 ||| 1.5 POLARE KOORDINATER 18

Il Definition 1.26  Absolutveerdi og argument

Givet et komplekst tal z.

Ved absolutveerdien af z forstas leengden af den til z herende stedvektor. Absolutveer-
dien skrives | z | og kaldes ogsa for tallets modulus eller numeriske veerdi.

Antag z # 0. Enhver vinkel fra realaksens positive del til stedvektoren for z kaldes
et argument for z og betegnes arg(z). Vinklen regnes med fortegn i overensstem-
melse med orienteringen af den komplekse talplan.

Im
A Z

|z

arg(2)

0 > Re

Figur 29.5 Absolutveerdi og argument

Et sammenhegrende par
(Iz],arg(2))

af absolutveerdien af z og et argument for z kaldes for tallets polere koordinater.

Bemeerk, at argumentet for et tal z ikke er entydigt. Hvis man for eksempel
B leegger vinklen 277 til et vilkarligt argument for z, opndr man igen en gyldig
Q i retningsvinkel for z og dermed et nyt gyldigt argument. Et komplekst tal har
derfor uendeligt mange argumenter, der hver svarer til at dreje et antal ekstra

hele omgange med eller mod uret for igen at nd samme punkt.

-
~

Man kan altid veelge et argument for z, som ligger i intervallet fra — 7 til 77. Der er tradi-
tion for at give dette argument en fortrinsstilling. Det kaldes for tallets hovedargument.
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Il Definition 1.27 Hovedargument

Givet et komplekst tal z, som ikke er 0. Ved hovedargumentet Arg(z) for z forstas det
entydigt bestemte argument for z, som opfylder:

arg(z) € | —m, ).

Vi betegner hovedarqumentet med stort forbogstav Arg(z) til forskel fra arg(z),
! _ | der betegner et vilkirligt argument. Samtlige argumenter for et komplekst tal z
Q er da fastlagt ved

arg(z) = Arg(z) +p-2n,pe Z. (1-17)

To komplekse tal er ens, hvis og kun hvis savel deres absolutveerdier som deres
hovedargumenter er ens.

N
\Q’

lll Eksempel 1.28 Hovedargumenter

2242j 2+2i

-2-2i 2-2i

Figur 29.6 Hovedargumenter

Pa figuren er angivet fem komplekse tal, hvoraf de fire ligger pa vinkelhalveringslinjer
mellem akserne. Vi afleeser:
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e 2+ 2i har hovedargumentet 7,

e 2 —2i har hovedargumentet — 7,
e —2 4 2i har hovedargumentet 3% ,
e —2 —2i har hovedargumentet —3 , og

e —2 har hovedargumentet 7.

Om det er mest fordelagtigt at benytte komplekse tals rektanguleere form eller deres
poleere koordinater, atheenger af situationen. Det er derfor vigtigt, at man hurtigt kan
veksle mellem dem. I metode 1.29 demonstreres det, hvordan man kan veksle mellem
de to former.
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lll Metode 1.29  Rektangulzere og polar koordinater

Vi betragter et komplekst tal z # 0, som har den rektanguleere form z = a + ib og et
argument v :

ilz|sin(v) y Z=a+ib

Y

OI 1 |z|cos(v)

Figur 29.7 Omformning mellem rektangulser form og poleere koordinater
1. Rektanguleer form fds ud fra de polaere koordinater saledes:
a = |z|cos(v) og b = |z|sin(v). (1-18)

2. Absolutveerdien fas ud fra den rektanguleere form séledes:
|z| = Va? +b2. (1-19)

3. Et argument fas ud fra den rektanguleere form ved at finde en vinkel v der
opfylder begge disse ligninger:

cos(v) = og sin(v) = —. (1-20)

2]

a
2]

Nar z som pa figuren i metode 1.29 er tegnet i forste kvadrant, er det oplagt, at
= reglerne (1-18) og (1-20) kommer fra velkendte formler for cosinus og sinus til
1 spidse vinkler i retvinklede trekanter og (1-19) fra Pythagoras’ seetning. Med
de samme formler kan det vises, at de indferte metoder geelder, uanset hvilken
kvadrant z ligger i.
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lll Eksempel 1.30 Fra rektanguleer til poleer form

Find de polere koordinater for tallet z = — V3 +i.

Im
Z=—ﬁ+i

Figur 29.8 Bestemmelse af poleere koordinater

Vi benytter reglerne i metode 1.29. Forst identificeres reel- og imagineerdelen af z som
a=-v3 og b=1

Vi bestemmer forst absolutveerdien:

lz| = Va2 + 02 =\/(-V3)2+12 =3+ 1=2.

Dernzest bestemmes argumentet. Ud fra ligningen

a V3

cos(v) = 2] =—>

far vi to bud pa et hovedargument for z, nemlig

Pa figuren ses, at z ligger i 2. kvadrant, og det korrekte hovedargument ma derfor vere det
forstneevnte. Men dette kan ogsa fastleegges uden inspektion af figuren, idet ogsa ligningen

1
sin(v) = 5

skal veere opfyldt. Fra denne far vi ogsa to bud pa et hovedargument for z, nemlig

V= 08 U=

Dakunv = E%T opfylder begge ligninger, ser vi, at Arg(z) = 5%[ .
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Hermed har vi fundet det polaere koordinatsaet for z:

(1zl,Arg(2)) = (2, %)

Vi afslutter dette afsnit med de vigtige produktregler for absolutveerdier og argumenter.

| Seetning 1.31  Produktreglen for absolutvaerdi

Absolutverdien for produktet af to komplekse tal z; og z fds ved

|z1-2z2| = |z1]-|22]. (1-21)

Af seetning 1.31 fas folgesaetningen

lll Folgesaetning 1.32

Absolutveerdien for kvotienten af to komplekse tal z; og z,, hvor z; # 0, fas ved

z | z1 |
A Al 1-22
22| (1-22)

22
Absolutverdien af den n’te potens af et komplekst tal z fas for ethvert n € Z ved

|22" [ =]z |" (1-23)

lll Opgave 1.33

Nedskriv i ord, hvad formlerne (1-21), (1-22) og (1-23) siger, og bevis dem.
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lll Seetning 1.34  Produktreglen for argumenter

Givet to komplekse tal z; # 0 og zp # 0 (hvorved ogsd zjzy # 0) . Der geelder, at
hvis v; er etargument for z;,0g v, er et argument for z,,sd er v; + v, etargument
for produktet z; z; .

lll Felgesaetning 1.35
Givet to komplekse tal z; # 0 og zo # 0, som begge er forskellige fra 0. Der geelder:

1. Hvis v; er et argument for z; og v, et argument for z;, sd er v; — v, et
z
argument for broken iy
22

2. Hvis v er et argument for z,sd er n - v et argument for potensen z" .

lll Opgave 1.36

Bevis seetning 1.34 og folgeseetning 1.35.

1.6 Geometrisk forstaelse af de fire regnearter

Vi startede med at indfere addition, subtraktion, multiplikation og division af kom-
plekse tal som algebraiske operationer udfert pa reelle talpar (a,b), se definitionerne
1.3, 1.5, 1.7 og 1.10. Derefter viste vi, at de komplekse tals rektanguleere form a + ib
forer til en mere praktisk mdde at dyrke regnearterne pa: man kan regne med de kom-
plekse tal pa samme mdde som med de reelle, nar blot tallet i behandles pd samme
made som en reel parameter, og det udnyttes, at iZ = —1. 1 dette afsnit skal vi se, at
regneoperationerne ogsa kan forstas som geometriske konstruktioner.

Den forste preecise beskrivelse af de komplekse tal blev givet af den norske landmaler
Caspar Wessel i 1796 . Wessel indferte komplekse tal som linjestykker med givne leengder
og retninger, altsa det vi i dag kalder vektorer i planen. Regning med komplekse tal var
derfor geometriske operationer udfert pa vektorer. I det folgende gengiver vi ideen
i Wessels definitioner. Det er nemt at indse eekvivalensen mellem den algebraiske og
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geometriske repreesentation af addition og subtraktion — det kraever mere at forsta aek-
vivalensen forsdvidt angdr multiplikation og division.

Il Seetning 1.37 Geometrisk addition

Addition af to komplekse tal z; og zp kan opnas geometrisk pd folgende made:

A k ‘ Stedvektoren for z; + zp er summen af stedvektorerne for z; og z.

Z,=c+id

"7 2,+Z,=(a+c)+i( b+d)

p
Z,=a+ib

Figur 29.9 Addition ved parallelogram-metoden

Il Bevis

Antag at z1 og z» er givet pa rektanguleer form ved z; = a +1ib og zp = ¢ +id . S4 har sted-
vektoren for z; koordinatseettet (a,b) og stedvektoren for z, koordinatseettet (c,d) . Summen
af de to stedvektorer er dermed (a + ¢,b + d), som er stedvektoren for det komplekse tal
(a+c) +i(b+d).Dader algebraisk geelder z; +zo = (a+1ib) + (¢ +id) = (a+c) +i(b+4d),
er det gnskede vist.

Geometrisk subtraktion fas som en serlig form af geometrisk addition: Stedvektoren
for z; — zp er summen af stedvektoren for z; og den modsatte vektor til stedvektoren
for z; . Situationen er illustreret pa figur 29.10.
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"» 7,-Z,=(a-c)+i(b-d)

A‘I '22=‘C'id

Figur 29.10 Subtraktion ved parallelogram-metoden

Mens vi ved undersogelsen af geometrisk addition (og substraktion) har benyttet de
komplekse tals rektangulaere form, far vi ved geometrisk multiplikation (og division)
brug for deres poleare koordinater.

| Seetning 1.38 Geometrisk multiplikation

Givet to komplekse tal z; og zp, som begge er forskellige fra 0 (hvorved ogsa
z12z2 # 0). Multiplikation af z; og z; kan opnas geometrisk pd felgende made:

1. Absolutveerdien for produktet z;z; fds, ndr man ganger absolutveer-
|i dien af z; med absolutveerdien af z5.

2. Et argument for produktet af z1z, fas, ndr man leegger et argument
for z; sammen med et argument for z;.

|l Bevis

Forste del af seetningen fremgar af seetning 1.31, mens anden del fremgér af seetning 1.34.
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lll Eksempel 1.39  Multiplikation vha. poleere koordinater

To komplekse tal z; og z; er givet ved de poleere koordinater (3, F ) henholdsvis (2, %) .

Z,

212, -

\ i

Figur 29.11 Multiplikation

Vi udregner produktet af z; og z, ved hjelp af deres absolutveerdier og argumenter:

(2122 = |21 |22] = 5-2=1

1
2
T 21 _ 117

arg(zle) = arg(zl) + arg(ZZ) = Z + ? = T .

11
Produktet z;z, er altsd det komplekse tal, som har absolutveerdien 1 og argumentet =

12
“

Bemeerk, at det er vigtigt at notere sig, om et koordinatseet er givet i rektan-
guleere eller i polare koordinater.




eNote 1 ||| 1.7 DEN KOMPLEKSE EKSPONENTIALFUNKTION 28

lll Eksempel 1.40 Division vha. polaere koordinater

Tallene z; og z; er givet ved |z1| = 6 og arg(z1) = u henholdvis |z2| = 2 og arg(z;) = v.

Y

Re

Figur 29.12 Division

4|
Derved kan — bestemmes ved
23

4|
¥4y

—9—30 ar z =Uu—0
=5 g arg ) .

1.7 Den komplekse eksponentialfunktion

Den saedvanlige eksponentialfunktion x +— e*, x € R har som bekendt de karakteris-
tiske egenskaber ,

1Le=1,

2. et = e¥ . % for alle x1,x; € R, 0g

3. (e¥)" =¢e" for allen € Z og x € R.
I dette afsnit vil vi indfere en seerdeles nyttig udvidelse af den reelle eksponentialfunk-

tion til en kompleks eksponentialfunktion, der viser sig at opfylde de samme regnere-
gler som den reelle.
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Il Definition 1.41 Kompleks eksponentialfunktion

Ved den komplekse eksponentialfunktion exp. forstds en funktion, som til ethvert
tal z € C med rektangulaer form z = x + iy lader svarer tallet

expe(z) = expe(x +1iy) = e* - (cos(y) +isin(y)), (1-24)

hvor e er grundtallet 2.7182818... for den reelle (naturlige) eksponentialfunktion.

Da vi for ethvert reelt tal x far
expe(x) = expe(x +i-0) = e* (cos(0) +isin(0)) = e*,

ser vi, at den komplekse eksponentialfunktion overalt pa realaksen er identisk med den
reelle eksponentialfunktion. Vi risikerer derfor ikke en modstrid, nar vi i det felgende
vil tillade (og flittigt bruge) skrivemaden

expe(z) =€* for ze€ C. (1-25)

Vi betragter nu det komplekse tal e*, hvor z er et vilkarligt komplekst tal med rektan-
guleer form z = x 4 iy . Der geelder da (ved brug af seetning 1.31), at

€] = |e* (cos(y) +isin(y))| = [e*] |(cos(y) +isin(y))| = [e*| = e*.  (1-26)
Endvidere geelder (ved brug af seetning 1.34), at
arg (%) = arg (e*) +arg (cos(y) +isin(y)) =0+y =y. (1-27)

De poleere koordinater for e* hvor z = x + iy, er dermed (e¥,y). Dette er illustreret i
tigur 29.13.

Figur 29.13 Geometrisk fortolkning af e*
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For de trigonometriske funktioner cos(x) og sin(x) vides, at der for ethvert helt tal p
geelder cos(x + p27) = cos(x) og sin(x + p27t) = sin(x). Hvis man forskyder grafen
for cos(x) eller sin(x) med et vilkarligt multiplum af 277, vil den ga over i sig selv igen.
Funktionerne kaldes derfor periodiske med perioden 27t .

Et lignende feenomen kan ses ved den komplekse eksponentialfunktion. Den har den
imaginere periode i27t. Dette haenger i hoj grad sammen med periodiciteten af de
trigonometriske funktioner, hvilket kan ses i beviset for den felgende saetning.

ll Seetning 1.42  Periodicitet af e*

For ethvert komplekst tal z og ethvert helt tal p geelder:

eZHP2 — o7 (1-28)

Il Bevis

Antag, at z har rektanguleer formz = x +iy,ogp € Z.

Der geelder:

ez Hip2m x+i(y+p2m)

=e
= e*(cos(y + p2m) +isin(y + p2m) ) = e*(cos(y) +isin(y) )

=e*.

Hermed er saetningen bevist.

I det folgende eksempel illustreres periodiciteten af den komplekse eksponentialfunk-
tion.

lll Eksempel 1.43 Eksponentiel ligning

Bestem samtlige losninger for ligningen

e’ = —V3+i. (1-29)
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Vi skriver forst z pa rektangulaer form: z = x + iy . I eksempel 1.30 har vi fundet, at hjeresiden

i (1-29) har absolutvrdien |z| = 2 og hovedargumentet v = 2Z . Da venstresiden og hejresiden

skal have samme absolutveerdi og samme argument, paneer et vilkarligt multiplum af 277, fas

le*| = | —V3+i| e =2 & x=In(2)

arg(e”) :arg(—\@—f—i)@y:v—i—pZn:5%+p27r,p€Z.

Samtlige lasninger for (1-29) er dermed

z:x+iy:1n(2)+i<567r+p27t> ,PEZ.

Vi slutter afsnittet med at opstille og bevise de i indledningen naevnte regneregler kendt
fra den reelle eksponentialfunktion.

Il Seetning 1.44 Regneregler for kompleks eksponentialfunktion

1. %=1
2. e1t22 — %1 . 22 for alle Z1,23 € C

3. (e*)"=¢e"forallen e Z ogzeC

lll Bevis

Punkt 1 i seetningen, at e’ = 1, folger af at den komplekse eksponentialfunktion er identisk
med den reelle pa den reelle akse, jf. (1-25).

I punkt 2 seetter vi z; = x1 +iy; og z» = xp + iy, . Via poleere koordinatseet og seetning 1.38
fas:

e e = (e, y1) - (e,y2) = (" - e, y1 +y2) = ("7, y1 +y2)
= e(?C1+X2)+i(y1+y2) — e(X1+i]/1)+(x2+iy2)
— eZ1+Zz .

I punkt 3 seetter vi z = x + iy og far via poleere koordinatsaet samt gentagen anvendelse af
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seetning 1.38:

(eZ)n — ((ex)n,n y) _ (en-x,n . ]/) — etxtiny _ en(x+i-y)
= e z

n-

Hermed er saetningen bevist.

lll Opgave 1.45

Vis, at der for ethvert z € C geaelder e* # 0.

1.8 Komplekse tals eksponentielle form
Lad v veere et vilkarligt reelt tal. Indseettes det rent imagineere tal iv i den komplekse
eksponentialfunktion, fds af definition 1.41:

el? = 9% — Y (cos(v) +isin(v)),

hvorved den beromte Eulers formel fremkommer.
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lll Seetning 1.46  Eulers formel

For ethvert v € R geelder:

el = cos(v) +isin(v). (1-30)

Im

Figur 29.14 Tallet e” i den komplekse talplan

Ved hjeelp af definitionen pd den komplekse eksponentialfunktion, se defini-
JM! | tion 1.41, udledte vi Eulers formel. Nu kan vi omvendt benytte Eulers formel
Q til at opskrive den komplekse eksponentialfunktion pa den bekvemme form

~

zZ

e” = e*(cos(y) +isin(y)) = ee. (1-31)

De to mest brugte skrivemdder for komplekse tal i bade teoretisk og anvendt matematik
er den rektanguleere form (som flittigt benyttet ovenfor) og den eksponentielle form. I den
eksponentielle form optreeder tallets poleere koordinater (absolutveerdi og argument) i
forbindelse med den komplekse eksponentialfunktion:

| Seetning 1.47 Komplekse tals eksponentiel form

Ethvert komplekst tal z # 0 kan skrives pa formen
z = |z|e?, (1-32)

hvor v er et argument for z. Skrivemaden kaldes tallets eksponentielle form.
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|l Bevis

Lad v veere et argument for det komplekse tal z # 0, og seet r = |z| . Vi viser, at tallet re'” har
samme absolutveerdi og argument som z, hvormed de to tal er ens:

[rel”| = |r| e = 7.
2. Da 0 er et argument for 7, og v er et argument for e, er 0 + v = v et argument for

produktet re? .

lll Metode 1.48 Udregninger ved hjalp af eksponentiel form

En afgerende fordel ved den eksponentielle form af komplekse tal er, at man ikke
behover teenke pd regnereglerne for multiplikation, division og potensopleftning,
nar tallenes poleere koordinater benyttes, se seetning 1.31, felgeseetning 1.32 og seet-
ning 1.34. Alle udregninger kan nemlig udferes ved, at man bruger de seedvanlige
regneregler pa tallenes eksponentielle form .

Vi giver nu et eksempel pd multiplikation efter metode 1.48; sammenlign med eksempel
1.39.

lll Eksempel 1.49  Multiplikation pa eksponentiel form

To komplekse tal er givet pa eksponentiel form,

Produktet af tallene fas pa eksponentiel form ved

1z i 1 T e
21z = (5ef) (2e77) = (5-2)efF = 157 =
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lll Opgave 1.50
Gor rede for, at metode 1.48 er korrekt.

I det folgende vil vi vise hvordan, sdkaldte binome ligninger kan loses ved hjeelp af ek-
sponentiel form. En binom ligning er en toleddet ligning pa formen

2" =w, (1-33)

hvor w € C ogn € IN. Binome ligninger er beskrevet dybere i eNote 2 om polynomier,
se afsnit 2.4.1. polynomier.

Vi viser forst et eksempel pa losning af en binom ligning ved hjeelp af eksponentiel form
og opstiller derefter den generelle metode.

|l Eksempel 1.51 Binom ligning pa eksponentiel form

‘ Find samtlige losninger pa den binome ligning

zt = 8+ 8V/3i. (1-34)

Ideen er, at vi skriver savel z som hgjresiden pa eksponentiel form.
Huvis z har den eksponentielle form z = se' , kan ligningens venstreside udregnes ved
Z4 — (Seiu)4 — S4 (eiu)4 — S4 ei4u . (1_35)

Hejresiden opstilles nu ligeledes pa eksponentiel form. Hagjresidens absolutveerdi r findes
ved

r=|—-8+48V3i| = \/(—8)2+(8f3)2:16.

Hejresidens argument v opfylder

cos(v) = S__1 og sin(v) = % = @
16 29 ~ 16 2 -

Ved hjeelp af de to ligninger kan hejresidens hovedargument fastleegges til

2
v = arg(—8 +8V3i) = ?7'(’
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og dermed er den eksponentielle form af hejresiden
rel? = 16e7 1. (1-36)

Vi indseetter nu (1-35) og (1-36) i (1-34) for at erstatte hojre- og venstresiden med de ekspo-
nentielle former .
steltt = 16e7 1.

Da ventresidens absolutveerdi skal veere lig hojresidens, far vi

st=16 & s=v16=2.

Venstresidens argument 4u og hejresidens argument %’T skal veere ens pa neer et multiplum
af 27t . Heraf fas

4y = 27 +p2n & u= n

3 ~ 6

Disse uendeligt mange argumenter svarer vel at meerke, som vi har set tidligere, kun til fire
halvlinjer ud fra Origo bestemt ved de argumenter, der fds ved p = 0,p = 1,p = 2 og
p = 3. For alle andre veerdier af p vil den tilsvarende halvlinje veere identisk med en af de
fire naevnte. For eksempel vil halvlinjen for p = 4 veere givet ved argumentet

7T
+p5,p€Z

7T T
— 44 =49
u 6+ 5 6+ T,

det vil sige samme halvlinje som svarer til p = 0, da forskellen pa argumenterne er en hel
omgang, altsd 277 .

Den givne ligning (1-34) har derfor netop fire losninger, som ligger pa de neevnte fire halvlin-
jer i afstanden s = 2 fra 0. Angivet pa eksponentiel form:

z=2&G*2) , p=0,1,2,3.
Eller omregnet hver for sig til rektanguleer form ved brug af Eulers formel (1-30):

20=V3+i,z1=-14+iV3, 20 = —V3—1, 23 =1—iV3.

Alle losningerne for en binom ligning ligger pa en cirkel med centrum i 0 og radius lig
med hgjresidens absolutveerdi. Forbindelseslinjerne mellem Origo og lesningerne deler
cirklen i lige store vinkler. Dette eksemplificeres pa figur 29.15, der viser losningerne pa
fierdegradsligningen fra eksempel 1.51.
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Zy

Zp

Re

Z;

Z3

Figur 29.15 De fire losningerne for 74 = —8+8V3i

Fremgangsmadden i eksempel 1.51 generaliserer vi i den folgende saetning. Seetningen
bevises i eNote 2 om polynomier.

Il Seetning 1.52 Binom ligning lgst vha. eksponentiel form

Givet et komplekst tal w, som ikke er 0, og som har den eksponentielle form
w = |w|e?.

Den binome ligning
Z"=w,neN (1-37)

har 7 lesninger, som kan findes ved formlen

z = {|w| eGP, hvor p=0,1,...,n—1. (1-38)
|w] p

ll Opgave 1.53 Binom ligning med negativ hejreside

Lad r veere et vilkarligt positivt reelt tal. Vis ved hjeelp af seetning 1.52, at den binome an-
dengradsligning
z5 = —r

har de to lesninger
zo =iV og z1 = —i/r.
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1.9 Farste og andengradsligninger

Lad a og b veere komplekse tal med a # 0. En kompleks forstegradsligning pa formen
az =b

har ligesom den tilsvarende reelle forstegradsligning netop én losning
b

z=—.
a

Hvis a og b er pa rektanguleer form, finder man nemt en losning pa rektanguleer form,
som vist i det folgende eksempel.

lll Eksempel 1.54 Lgsning af ferstegradsligning

Ligningen
(1—-i)z=(5+2i)

har lesningen

5+2  (5+2)(1+i) 347 3 7.
= — = - - —= :——'——1'
1—1i (1—-1)(1+1) 2 22

Ogsa ved lesning af komplekse andengradsligninger benytter vi en formel, der svarer til
den velkendte lesningsformel for reelle andengradsligninger. Dette gives i folgende
setning, der bevises i eNote 2 om polynomier.

Il Seetning 1.55 Lesningsformel for kompleks andengradsligning

Lad a,b og c veere vilkarlige komplekse tal med a # 0. Vi definerer diskriminanten
ved D = b? — 4ac. Andengradsligningen

az’> +bz+c=0 (1-39)

har to lesninger
. _—b—woo . _—b+ZUO
07 T 841 = T

hvor wy er en losning til den binome andengradsligning w?=D.

(1-40)

—b
Hyvis specielt D = 0, geelder der, at zp = z; = 5
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° I denne eNote indferer vi ikke kvadratrodder af komplekse tal. Derfor afviger
den komplekse losningsformel ovenfor i en enkelt detalje fra den seedvanlige
reelle lgsningsformel.

Konkrete eksempler pd anvendelsen af seetning 1-39 findes i eNote 2 om polynomier, se
afsnit 2.4.2.

1.10 Komplekse funktioner af en reel variabel

I dette afsnit benyttes teorien om sikaldte epsilonfunktioner til indforing af differentiabilitet.
Stoffet er en anelse mere avanceret end hidtil, og viden om epsilonfunktioner fra eNote 3 kan
vaere en fordel. Desuden bor leeseren veere bekendt med differentiationsregneregler for seedvanlige
reelle funktioner.

Du ber bide godt meerke i funktioner af typen
f:t—e?, teR, (1-41)

hvor c er et givet komplekst tal. Denne type funktioner har vid udbredelse i savel teo-
retisk som anvendt matematik. Et hovedformadl med dette afsnit er at beskrive dem
nermere. De er eksempler pa de sakaldte komplekse funktioner af en reel variabel. Vores
undersggelse starter bredt med denne storre klasse af funktioner. Vi viser blandt andet,
hvordan begreber som differentiabilitet og differentialkvotient kan overfores til dem.
Derefter gar vi i dybden med funktionstypen (1-41).

Il Definition 1.56  Kompleks funktion af en reel variabel

Ved en kompleks funktion af en reel variabel forstas en funktion f, som til ethvert t € R
knytter ét komplekst tal, som betegnes f(t). En kort skrivemdde for en funktion f
af denne type er

f:R—C.
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Notationen f : R — C forteeller, at vi i funktionen f benytter en variabel i
det reelle talrum, men ender med et resultat i det komplekse talrum. Tag for
<>!_ | eksempel funktionen f(t) = e’. I det reelle tal + = ¥ far vi den komplekse

Q funktionsveerdi

F5) =t mcon(7) ion () - 2

N

Lad os betragte en funktion f : R — C. Vi indferer to reelle funktioner g og h ved

8(t) =Re(f(t)) og h(t) =Tm(f(t))

forallet € R. Herved kan f angives pa rektanguleer form:

f(t)=g(t)+i-h(t), teR. (1-42)

Nar vi i det folgende skal indfere differentiabilitet for komplekse funktioner af en reel
variabel, far vi brug for en speciel type af dem, nemlig de sakaldte epsilonfunktioner. 1
lighed med reelle epsilonfunktioner er det hjeelpefunktioner, hvis funktionsudtryk man
som regel ikke er interesseret i. De to afgerende egenskaber for en reel epsilonfunktion
€ : R — R er, at den opfylder €(0) = 0, og at e(t) — 0 ndrt — 0. De komplekse
epsilonfunktion indferes pa tilsvarende vis.

Il Definition 1.57  Epsilon-funktion

Ved en kompleks epsilonfunktion af en reel variabel forstds en funktion € : R — C, som
opfylder:

1. €(0) =0, og

2. le(t)| -0 for t — 0.

. Bemeerk, at hvis € er en epsilonfunktion, sd folger det direkte af definition
‘Q - | 1.57, at der for ethvert ty € R geelder:

le(t—1ty)| — 0 for t — t.

I det folgende eksempel vises et par komplekse epsilonfunktioner af en reel variabel.
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lll Eksempel 1.58 Epsilonfunktioner

Funktionen
t—isin(t), t € R

er en epsilonfunktion. Det ses, da krav 1 i definition 1.57 er opfyldt ved

isin(0) =i-0=0

og krav to ved
lisin(t)| = |i] |sin(t)| = |sin(f)| = 0 for t — 0.

Ogsa funktionen

t—t+it,teR

er en epsilonfunktion, idet
0+i-0=0

08
t+it| = V2 +12=+2|t| - 0 for t — 0.

Vi er nu rede til af indfere begrebet differentiabilitet for komplekse funktioner af en reel
variabel.

ll Definition 1.59 Differentialkvotient for kompleks funktion

En funktion f : R — C kaldes differentiabel i ty € R, hvis der findes en konstant
c € C og en epsilon-funktion € : R — C sadan, at

f(t) = f(to) +c(t —to) +e(t —to)(t —to), t € R. (1-43)
Hyvis f er differentiabel i to, kaldes c for differentialkvotienten for f i ty.

Huvis f er differentiabel i ethvert ¢y iet dbent interval I, siges f at veere differentiabel
pal.

Differentiabilitet for en kompleks funktion af en reel variabel heenger noje sammen med
differentiabiliteten for de to reelle dele af dens rektanguleere form. Det viser vi nu.
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I Seetning 1.60

For en funktion f : R +— C med rektanguleer form f(t) = g(¢) +ih(t) og et kom-
plekst tal ¢ med rektanguleer form ¢ = a +ib geelder:

f er differentiabel i tp € R med
f'(to) =c,

hvis og kun hvis g og h er differentiable i ¢y med

gl(f()) =a og h/(to) =b.

Il Bevis

Antag forst, at f er differentiabel i ty og f'(tp) = a+1ib, hvor a,b € R. Sa findes der en
epsilon-funktion € sddan, at f for ethvert ¢ kan skrives pd formen

f(t) = f(to) + (a+ib)(t —to) +€(t — to)(t — to) .

Vi omskriver sdvel ventre- som hgjresiden til rektanguleer form:

g(t) +ih(t) =

g(to) +ih(to) +a(t —to) +ib(t — to) 4+ Re(e(t — to)(t — to)) +ilm(e(t — to)(t — to)) =

(8(to) +a(t —to) + Re(e(t —to) ) (t — to)) +i(h(to) + b(t — to) + Im(e(t —to))(t — to)) -
Heraf fas
8(t) = g(to) +a(t —to) +Re(e(t —to))(t —to) og h(t) = h(to) +b(t —to) +Im(e(t —to))(t —to).
For at kunne konkludere, at g og h er differentiable i tp med ¢'(tg) = a og I (t)) = b,

mangler vi blot at vise, at Re(e) og Im(e) er reelle epsilonfunktioner. Dette folger af, at

1. €(0) = Re(e(0)) +iIm(e(0)) = 0 medferer, at Re(e(0)) = 0 og Im(e(0)) =0, og at

2. le(®)] = \/|Re(e(t))|2+|lm(e(t))|2 — 0 for t — 0 medferer, at Re(e(t)) —
0 for t — 0 ogIm(e(t)) — 0 for t — 0.

Den omvendte pastand i seetningen vises pa tilsvarende vis.
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V! | Hvis f(t) = g(t) +1ih(t) er differentiabel pa et dbent interval I geelder der

-

Fl(H) =g ) +il'(t), tel

lll Eksempel 1.61 Differentialkvotient af kompleks funktion

Ved udtrykket
f(t) =t+it?

er der defineret en funktion f : R +— C. Da realdelen af f har den afledede funktion 1 og
imagineerdelen af f den afledede 2t, far vi af seetning 1.60:

fi(t)=1+i2t,t € R.

|l Eksempel 1.62 Differentialkvotient af kompleks funktion

Betragt funktionen f : R +— C givet ved
f(t) = e =cos(t) +isin(t) , t € R.
Da cos’(t) = —sin(t) og sin’(t) = cos(t), ses af seetning 1.60, at

f'(t) = —sin(t) +icos(t), t € R.

I den folgende setning betragter vi de sakaldte linexre egenskaber ved differentiation.
Disse er velkendte fra reelle funktioner.
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Il Seetning 1.63 Regneregler for differentialkvotient

Lad f; og f, veere differentiable komplekse funktioner af en reel variabel, og lad c
veere et vilkarligt komplekst tal. Der geelder da:

1. Funktionen f; + f; er differentiabel med differentialkvotienten

A+R)'H=AHLO+LL). (1-44)
2. Funktionen c - f; er differentiabel med differentialkvotienten
(c-f)(8) =c-f'(H). (1-45)

|l Bevis

Lad fi(t) = g1(t) +ihi(t) og f2(t) = g2(t) +iha(t), hvor g1, hi1, g2 0g hy er differentiable
reelle funktioner. Lad endvidere ¢ = a + ib veere et vilkérligt komplekst tal pa rektanguleer
form.

S@tningens forste del:
(fi+£2)(t) = fa(t) + fa(t) = g1(t) +iha(t) + ga(t) +iha(t)
= (81(8) +&2(8)) +i(h(t) +ha(t)) -

Vi far da fra seetning 1.60 og ved brug af regneregler for differentialkvotienter af reelle funk-
tioner:

(fit+f2) (1) = (g1+ &) () +i(h1 +ho) (t)
(Hy(8) + ha (1)
(t)) +85(t) +ily(t)

Hermed er saetningens forste del bevist.

S@tningens anden del:

¢-fi(t) = (a+ib) - (g1(t) +iM(t))
= (agi(t) —bhi(t)) +i(ahi(t) +bgi(t)) .
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Vi fér fra seetning 1.60 og ved brug af regneregler for differentialkvotienter af reelle funk-
tioner:

(c-f)'(t) = (ag1—bhy) (t) +i(ah +bg1) (t)
= (agy(t) —bhi(t)) +i(ahy(t) +bgi(t))
= (a+ib) (g1 (t) +ihi(t))
=c-fi(t).

Hermed er saetningens anden del bevist.

lll Opgave 1.64

Vis, at hvis f; og f> er differentiable komplekse funktioner af en reel variabel, sa er funktionen
f1 — f2 differentiabel med differentialkvotienten

(fi=f)' (1) = fi(t) = fa(t). (1-46)

Vi vender nu tilbage til funktioner af typen (1-41). Forst giver vi et nyttigt resultat om
deres konjugering.

ll Seetning 1.65

For et vilkarligt komplekst tal c og ethvert reelt tal ¢ geelder:

et = ¢°t, (1-47)
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|l Bevis

Lad ¢ = a4+ ib veere den rektanguleere form af c. Vi far da ved brug af definition 1.41 og
regnereglerne for konjugering i seetning 1.23:

ect — pat-+ibt

) — 1s1n(bt))
—bt) +isin(—bt))

Hermed er seetningen bevist.

]
For seedvanlige reelle eksponentialfunktioner af typen

f: x— e xeR,
hvor k er en reel konstant, geelder der som bekendt, at

F(x) = kf(x) = ke**. (1-48)

Vi slutter eNoten af med at vise, at den komplekse eksponentialfunktion af en reel vari-
abel opfylder en helt tilsvarende differentiationsregel.

lll Seetning 1.66  Differentiation af ‘!

Betragt et vilkarligt tal c € C. Funktionen f : R — C givet ved
f(t)y=e",teR (1-49)
er differentiabel, og dens differentialkvotient er bestemt ved

f'(t) = cf(t) = ce . (1-50)
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|l Bevis

Lad c’s rektanguleere form veere c = a +ib. Vi far da
et — eat+ibt
= e" (cos(bt) + isin(bt))
= ¢" cos(bt) +1i (" sin(bt)) .

Vi har altsd
f(t) = g(t) +ih(t), hvor g(t) = e cos(bt) og h(t) = ™ sin(bt).
Da g og h er differentiable, er ogsa f differentiabel . Da endvidere
¢'(t) = ae™ cos(bt) — e"bsin(bt) og h'(t) = ae™ sin(bt) + e bcos(bt),
far vinu

f'(t) = ae™ cos(bt) — e bsin(bt) + i (ae” sin(bt) + e*bcos(bt))
= (a+ib)e™ (cos(bt) +isin(bt))
— (11 + ib)eut—i-ibt

=ce,

Hermed er saetningen bevist.

Hyvis c i seetning 1.66 er reel, udtrykker (1-50) naturligvis blot den seedvanlige differenti-
ation af den reelle eksponentialfunktion som antydet i (1-48). Ogsa hvad differentiation
angar er den komplekse eksponentialfunktion af en reel variabel dermed en udvidelse
af den reelle.
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