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lll Hiemmeopgavesaet 7

Vektoranalyse

Deadline er 9/5, 23:55. Alle opgaver afleveres i pdf pd din klasses Learn-konto, husk navn og
studienummer overst i besvarelsen. Som forberedelse til skriftlig eksamen i fordrspensum 11/5
er stilen mere fri end ved saeedvanlige essay-opgaver, fx kan dine forklaringer veere blandet med
Maple-udregninger. Umiddelbart efter deadline offentliggores en facitliste pd kursets
hjemmeside.

I din besvarelse bor du dokumentere at du kan

o designe passende parameterfremstillinger

o bestemme tangentielle kurveintegraler

o bestemme flux gennem dbne flader

o benytte Gauss’ divergens-satning

o benytte Stokes’ rotations-seetning

o forstir betydningen af orientering af kurver og flader

o udnytte flowkurver for et vektorfelt

o bestemme divergens ved volumenbetragtninger

o skrive sammenhangende 0g preecist 0§ udfore simple matematiske reesonnementer

Il Opgave 1 Flux ud gennem overfladen af massivt legeme

Lad a og b veere to positive reelle tal. Et rumligt omrade Q i (x,y,z)-rummet er givet
ved
Q= {(x,y,z)|x2—|—y2§a2, 0<x,0<y, ogng} .

Vi betragter vektorfeltet V(x,y,z) = (x> —2xz,5yz,2ye").

a) Bestem en parameterfremstilling for ). [r:=(u,v,W)-><u*cos(v), u*sin(v),w>:|
u tilhgrer [0,a
b) Bestem fluxen af V ud gennem overfladen o) af Q). v tilharer [[O,P]i 12]

_ w tilhgrer [0,b]
Ved hjeelp af Gauss:

Flux = 3/8*Pi*b"2*a”2 + 2/3*b*a"3



ksch
Tekstboks
r:=(u,v,w)-><u*cos(v),u*sin(v),w>:

ksch
Tekstboks
Ved hjælp af Gauss:
Flux = 3/8*Pi*b^2*a^2 + 2/3*b*a^3
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lll Opgave 2 Cirkulation langs randkurven for aben flade

I (x,y,z)-rummet betragtes den udfyldte trekant T som har hjernerne A(0,0,3), B(0,2,0)
og C(1,0,0) samt vektorfeltet V(x,y,z) = (z,x,vy).

a) Bestem en parameterfremstilling for T . Vink: Start med at parametrisere linjestyk-
ket [ fra B til C, derefter kan du parametrisere T ved hijeelp af linjer fra A til .

r:=(u,v)-><u*v,v(2-2*u,3-3*v>: u og Vv tilhgrer begge [0,1]

b) Bestem cirkulationen af V langs randkurven J0T for T idet orienteringen af 9T

er bestemt ved ABCA. |ved hjeelp af Stokes:
Cirkulationen = -11/2

Il Opgave 3 Tangentielt kurveintegral i gradientfelt. Brug af stamvektorfelt

Betragt i (x, y, z)-rummet vektorfeltet V(x,y,z) = (2x + 3y, 2y + 3x, —4z) og funktio-
nen
F(x,y,z) =a~x2+b-y2+c-zz+d~x-y, (x,y,z) € R3.

Ved sammenligning fas:

a) Find konstanter a, b, c og d sdledes at V = VF. a=1.d=3-cmb=1:

b) Bestem det tangentielle kurveintegral af V langs den hejre halvdel af den enheds-
cirkel i (v, z)-planen som har centrum i (0,1,1), idet du selv velger kurvens ori-
entering.

8 eller -8 afhaengig af orientering

c) Vis at vektorfeltet

W(x,y,z) = (2yz + xz — x?, —2xz — yz + y2, yz — x4 2%)

er et stamvektorfelt for V. IRot(W) = V |

d) En &ben flade F er givetved F = {(x,y,z) |z=4—x*—y*, 2> 0} .

Bestem fluxen af V gennem F idet du ferst veelg orienteringer af F og randkurven
oF som opfylder hgjrekonventionen. IFluxen = 0 |

lll Opgave 4 Flydende objekter og divergens

Om et vektorfelt V i (x,y,z)-rummet er der oplyst at den flowkurve r som for et givet
punkt (xo, yo, zo) opfylder r(0) = (xo,Y0,20), er givet ved

[et(xo cos(t) — zgsin(t)) ]
yoe_t .
el (xo sin(f) + z cos(t))

r(t) =


ksch
Tekstboks
r:=(u,v)-><u*v,v(2-2*u,3-3*v>:   u og v tilhører begge [0,1]

ksch
Tekstboks
Ved hjælp af Stokes:
Cirkulationen = -11/2


ksch
Tekstboks
Ved sammenligning fås:
a:=1:d:=3:c:=-2:b:=1:


ksch
Tekstboks
8 eller -8 afhængig af orientering

ksch
Tekstboks
Rot(W) = V

ksch
Tekstboks
Fluxen = 0


P-frenmstilling for Ft:
( exp(t)*(-sin(t)*(1 + cos(u)) + cos(t)*(1 + sin(u)*cos(v))),
(1 + sin(u)*sin(v))*exp(-t),
exp(t)*(sin(t)*(1 + sin(u)*cos(v)) + cos(t)*(1 + cos(u))) )
hvor u tilhgrer [O,Pi] og v tilhgrer [O,2Pi] _
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a) En kugleflade F er givet ved parameterfremstillingen

sin(u) cos(v) +1
s(u,v) = {sin(u) sin(v) +1
cos(u)+1

,uel0,r], velo2n].

F begynder til tiden tiden t = 0 at flyde med vektorfeltet, den derved deformede
flade betegnes til tiden t med F;. Bestem en parameterfremstilling for F;, og plot
F sammen med F% .

b) En massiv kugle K med radius a og centrum (c1, 3, ¢3) er givet ved parameter-
fremstillingen

wsin(u) cos(v) + ¢
r(u,0,w) = [wsin(u) sin(v) + ¢
wcos(u) + c3

,uecl0,mr],ve|0,2n], wel0a.

K begynder til tiden tiden t = 0 at flyde med vektorfeltet, og det derved deforme-
de legeme betegnes til tiden t med K; . Er volumen af K; athaengigt af veerdierne
af c1, ¢y og c3? Bestem divergensen af V.

Vol umen af Kt er uafhangig af cl, c2 og c3.
Derfor er divergensen af V konstant i rumet
og den har vardien Div(V) = 1.


ksch
Stempel

ksch
Skrivemaskine
P-fremstilling for Ft:
( exp(t)*(-sin(t)*(1 + cos(u)) + cos(t)*(1 + sin(u)*cos(v))),
 (1 + sin(u)*sin(v))*exp(-t),
 exp(t)*(sin(t)*(1 + sin(u)*cos(v)) + cos(t)*(1 + cos(u))) )
            hvor u tilhører [0,Pi] og v tilhører [0,2Pi]


ksch
Skrivemaskine
Volumen af Kt er uafhængig af c1, c2 og c3.
Derfor er divergensen af V konstant i rummet
og den har værdien Div(V) = 1. 
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